FuBlpunktdreiecke
und Anti-Fu3punktdreiecke

Eckart Schmidt

Zu einem Punkt der Dreiecksebene werden das
Fufpunktdreieck und das Anti-Fufspunktdreieck —
d.h. das Dreieck, in dem das Bezugsdreieck
Fufpunktdreieck ist — betrachtet. Es wird die
Geometrie von Punkten in ihrem Fufpunktdreieck
und Anti-Fufpunktdreieck exemplarisch untersucht.
Fiir isogonal konjugierte Punkte ergeben sich
allgemeine Zusammenhdnge. Betrachtet man die
Schar der dhnlichen einbeschriebenen  bzw.
umbeschriebenen  Dreiecke, so lassen  sich
Ortslinien spezieller Punkte bzw. FEinhiillende
spezieller Geraden wund Kreise aufzeigen. —
Gearbeitet wird mit baryzentrischen Koordinaten.

1. Ein Beispiel

Fir die Umkreismitte liefern die Seitenmitten das
FuBpunktdreieck und die Umkreistangenten das Anti-
FuBpunktdreieck. Die Umkreismitte ist im Seitenmittendreieck
offensichtlich der Hohenschnitt und im Tangentialdreieck die
Inkreis- oder eine Ankreismitte, je nachdem das Dreieck
spitzwinklig oder stumpfwinklig ist.




Zur Umkreismitte isogonal konjugiert ist der Hohenschnitt. Sein
FuBpunktdreieck besitzt viele interessante Eigenschaften ([1],
S.22); z.B. hat es mit dem FuBpunktdreieck der Umkreismitte
den Neun-Punkte-Kreis als gemeinsamen Umkreis. Dies ldsst
sich fiir isogonal konjugierte Punkte verallgemeinern. Der
Hoéhenschnitt ist in seinem FuBpunktdreieck die Inkreis- oder
eine der Ankreismitten, denn die Restdreiecke sind dem
Bezugsdreieck  dhnlich und die Hohen somit die
Winkelhalbierenden des FuBpunktdreiecks.

Das Anti-FuBBpunktdreieck des Hohenschnitts hat offensichtlich
Seiten parallel zu denen des Bezugsdreiecks, so dass dieses das
Seitenmittendreieck des Anti-FuBpunktdreiecks ist. Damit ist
der Hohenschnitt in seinem Anti-FuBBpunktdreieck die
Umkreismitte.
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In diesem Zusammenhang ist die folgende Eigenschaft von
FuBpunktdreiecken hoherer Ordnung von Bedeutung ( [2], Pedal
Triangle):

Das dritte Fullpunktdreieck eines Punktes P ist zum
Bezugsdreieck idihnlich. Genauer: Es entsteht aus dem
Bezugsdreieck durch eine Drehstreckung bzgl. P.

Daher reicht die Untersuchung eines Punktes in seinem
FuBpunkt- und Anti-FuBpunktdreieck, um die geometrische
Deutung in  seinen  FuBpunktdreiecken und  Anti-
FuBpunktdreiecken hoherer Ordnung zu {iberblicken. Aus
unserem Beispiel ergibt sich dann der folgende Dreier-Zyklus
(in Pfeilrichtung: FuBpunktdreieck):

I In- oder Ankreismitte Iﬁ
Umkreismitte =—=> Hohenschnitt

Ohne Begriindung seien weitere Zusammenhénge ergénzt. Das
FuBpunktdreieck  der = Umkreismitte und das  Anti-
FuBpunktdreieck des Hohenschnitts sind dhnlich und perspektiv,
entsprechend das FuBpunktdreieck des Hohenschnitts und das
Anti-FuBBpunktdreieck der Umkreismitte. Die Ecken der Anti-
FuBBpunktdreiecke von Hohenschnitt und Umkreismitte liegen
isogonal  konjugiert auf einem  Kegelschnitt. Diese




Zusammenhdnge lassen sich fiir isogonal konjugierte Punkte
verallgemeinern.

2. Baryzentrische Koordinaten

Fir Punkte des Umkreises entartet das FuBpunktdreieck
bekanntlich auf der Wallace-Simson-Geraden und das Anti-
FuBpunktdreieck im dreifach belegten diametralen Punkt. Daher
seien Umkreispunkte fiir die folgenden Untersuchungen
ausgeschlossen.
Gibt man dem Punkt P bzgl. eines Dreiecks ABC die
baryzentrischen Koordinaten P(u:v:w), so ergeben sich die
FuBpunkte der Lote auf die Seiten zu
AO:Su+a*v:Suu+a*w), B(Sv+b*u:0:5,v+b*w)
C'(S;w+cu:Sw+c*v:0).
Benutzt werden die Conway-Abkiirzungen:
28, =—a’+b’+c*,... und S=2A.
Fiir die Seitenlédngen des FuBlpunktdreiecks 4B 'C" gilt
a?:b?:c?=a*(b>w*+ 28 jyw+ c2v?) 1 DA (c*u? + 28 ,wu + a*w?)
ceX(a*v + 28 uv + b*u?)

bzw. a":b':c’=ad,:bdy:cd.,
wenn dy, dp, dc die Eckabstinde des Punktes P sind ([4],
S.1214).
In seinem FuBpunktdreieck hat der Punkt P dann die
Koordinaten

(a®vw:b*wu : c*uv).

Dies sind die Koordinaten des isogonalen Partners P* von P im
Bezugsdreieck ([3], S.1210), woraus man aber nur fir ABC-
dhnliche FuBpunktdreiecke auf die entsprechende geometrische
Deutung schlieBen kann. Dies ist fiir die Umkreismitte der Fall,
die in ithrem ABC-dhnlichen FuBpunktdreieck der Hohenschnitt
ist.
Die obigen Seitenverhéltnisse und Koordinaten gelten fiir alle
zum FuBpunktdreieck &hnlichen einbeschriebenen Dreiecke
gleichen Umlaufsinns mit den Ecken

AO:Su+a*>v—Suk:Suu+a*w+ Sux),

B'(S;v+b*u+Svk:0:S v+b>w—Svk),

C'Syw+ctu—Swk:Sw+c*v+Swk:0).
Dabei ist der Parameter x = cote mit dem Miquel-Winkel

@p=/PAB=/PB'C=/ZPC4.

Fiir x =0 erhilt man die Koordinaten des FuBBpunktdreiecks.

Andererseits ergeben sich zu einem Punkt P(u:v:w) die Ecken

des Anti-FuBBpunktdreiecks zu
2 2
A7 bDu+Sv cu+S,w

)

C 2 T2
av+Sau a’w+Sgu



Latv+Sau o cv+S,w

bPu+S.v  bPw+S,y

Latw+Su DPPw+ S,y

2

1.

cu+S,w cv+Sw’
Fiir die Seitenldngen des Anti-FuBBpunktdreiecks gilt
a’?:b": " P=ur(bPwr + 28 yw+ c2V?) vA(cPu? + 28 wu + a*w?)
cwA(a@*v? + 28 uv + b*u?)
bzw. a:b":c"=ud,:vdy:wd,.
Der Punkt P hat bzgl. des Anti-FuBBpunktdreiecks die
Koordinaten
(u(d*w* + 28 yw+ c2v?) v(c*u? + 2S5 ,wu + a*w?)
sw(a*v?+ 28 uv + b*u?))
bzw. (a"ww:b wu:c uv).
Diese Seitenverhéltnisse und Koordinaten gelten fiir alle zum
Anti-FuBBpunktdreieck &hnlichen umbeschriebenen Dreiecke

gleichen Umlaufsinns mit den Ecken
bu+Sv+Svk cu+S;w—-Swk

A (1: : ,
av+Sau—Sux a*w+ Suu+ Sux
Lav+Sau—Sux o v+ S,w+Swk
" b+ Sov+ Svk S PPw+Sv-Svk "’
., a*w+ Spu+ Suk : b*w+ S ,v—Svk ).
Y otu+S,w—Swk v+ S, w+ Swk
Dabei ist k¥ =coty fiir den Winkel
w=/PAB_ = /ZPBC_ "= ZPCA,’.
Fiir k=0 erhdlt man die Koordinaten des Anti-
FuBpunktdreiecks.

&

Das FuBpunktdreieck eines Punktes P ist somit Reprisentant
einer Schar &hnlicher einbeschriebener Dreiecke mit dem
Miquel-Punkt P, der in allen diesen Dreiecken die gleichen
baryzentrischen Koordinaten und damit die gleiche geometrische
Bedeutung hat ([3], S. 1228). Diese dhnlichen einbeschriebenen
Dreiecke entstechen aus dem FuBpunktdreieck durch eine
Drehstreckung bzgl. P (Satz von Miquel). Entsprechend ist das
Anti-FuBBpunktdreieck eines Punktes P Reprisentant einer Schar
dhnlicher umbeschriebener Dreiecke, deren Ecken auf den
Kreisen k(PBC), k(APC), k(ABP) liegen. Auch diese dhnlichen
umbeschriebenen  Dreiecke entstthen aus dem  Anti-



FuBpunktdreieck durch eine Drehstreckung bzgl. P, so dass P in
allen diesen Dreiecken die gleiche geometrische Bedeutung hat
(vgl. 6.).

Dies sind die Berechnungsgrundlagen fiir die folgenden
Betrachtungen.

3. Weitere Dreier-Zyklen

Geht man vom Schwerpunkt S(1:1:1) aus, so hat dieser in

seinem Anti-FuBpunktdreieck nach den obigen

Berechnungsgrundlagen die Koordinaten (a’?:b ?:¢’?)und ist

somit in seinem Anti-FuBpunktdreieck der Lemoine-Punkt, das
isogonal konjugierte Bild des Schwerpunktes.
Andererseits hat der Schwerpunkt in seinem FuBBpunktdreieck die
Koordinaten (a?:b?:c?). Ubersetzt man die Seitenldngen a, b, ¢
nach obigen Ausfiihrungen in die Seitenléngen und Koordinaten
des zugehorigen FuBBpunktdreiecks, so erhélt man
(v w)=W?>b"*W?*+2S ,vVw+c»?)

VU + 28, wu'+a P w'?)

wWHa*v + 28 uV+b"u'?)),
woraus sich ein Gleichungssystem zur Bestimmung der
homogenen Koordinaten u’, v, w’ ergibt. Eine Auswertung
liefert einen der Punkte:

(b'2 + W+ \/(b'z + W)Y —a??:a*+WF \/(a'z +W)—=b"2c?: c'2)
mit W = \/SA'2+ S22 +8.2-8".

Diese beiden Punkte sind bzgl. 4'B'C” isogonal konjugiert und

haben ihren Mittelpunkt im Schwerpunkt von 4'B'C’. — Der

Schwerpunkt ist also in seinem FuBpunktdreieck einer der
Brennpunkte der Steiner-Ellipse.
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Da sich jeder der beiden isogonal konjugierten Brennpunkte der
Steiner-Ellipse in seinem FuBpunktdreieck als Lemoine-Punkt
erweist, erhdlt man folgenden weiteren Dreier-Zyklus:

I Brennpunkt der Steiner-Ellipse
Lemoine-Punkt ==> Schwerpunkt =)

Der Dreier-Zyklus entartet fiir die Brocard-Punkte
(a*b?:bc*:c*a®) oder (a*c?:b*a?:c*b?).




Das FuBpunktdreieck eines Brocard-Punktes ist dem
Bezugsdreieck dhnlich:

ABC ~ C'AB oder ABC ~ BCA
und ergibt sich durch eine Drehstreckung bzgl. des Brocard-
Punktes. Damit ist ein Brocard-Punkt auch gleicher Brocard-
Punkt in seinem FuBpunktdreieck .

Brocard-Punkt
E Brocard-Punkt ==> Brocard-Punkt 'ﬁ

Einen weiteren Spezialfall erhdlt man, wenn man die
Gleichseitigkeit von FuBBpunktdreieck bzw. Anti-
FuBlpunktdreieck untersucht. Fiir Punkte der Apollonius-Kreise
ergeben sich gleichschenklige und damit fiir die isodynamischen
Punkte

(025 ++/35,) : b(S £+/35,) : (S £+35))
gleichseitige FuBBpunktdreiecke ([3], S.1229). Untersucht man die
Gleichseitigkeit der Anti-FuBpunktdreiecke, so ergeben sich die
Fermat-Punkte:

(S £3S,)(S £3S5.): (S £V3S)(S 438 ,): (S £+/38, (S £43S,))
Damit ist jeder Punkt in der Ebene eines gleichseitigen Dreiecks

einer der Fermat-Punkte seines FuBpunktdreiecks und einer der
isodynamischen Punkte seines Anti-FuSpunktdreiecks.

= Punkt im gleichseitigen Dreieck
Fermat-Punkt —=—=> isodynamischer Punkt =)

Die Fermat-Punkte sind also in ihren FuBpunktdreiecken
isodynamische Punkte.

Weitere Dreier-Zyklen fiir géngige merkwiirdige Punkte des
Dreiecks wurden nicht gefunden. Hinderlich sind die in der
skizzierten Untersuchungsmethode auszuwertenden
Gleichungen. Dagegen kann eine Modifikation des zweiten
Dreier-Zyklus angegeben werden, wenn man die Ecken der Anti-
Ceva-Dreiecke S,S5S. und L,LpL. von Schwerpunkt § und
Lemoine-Punkt L mit einbezieht.




Es ergibt sich unmittelbar, dass der Punkt S (=1:1:1) in seinem

Anti-FuBBpunktdreieck der Punkt (—a""2:b""2:¢""?) ist. In seinem

FuBlpunktdreieck ist S, einer der Punkte
(br+c+Ca+breYa+b+e): —b': ).

Diese beiden Punkte sind isogonal konjugiert, haben den

Mittelpunkt 4 " und liegen mit der Inkreismitte /" kollinear.

I (b+cxJCa+bre)a+b+c):—b:—c)
L (-a*:b*:c?) = S, (-1:1:1)

4. Isogonal konjugierte Punkte

Hier seien die Zusammenhidnge des Eingangsbeispiels
verallgemeinert. Dazu seien die Ecken des FuBBpunktdreiecks des
isogonal konjugierten Punktes P* mit 4., B., C.” und die
Ecken des Anti-FuBpunktdreiecks von P* mit A4.”", B.”", C,”’
bezeichnet.
A*'(O ((bPu+Sv)w:(ctu + SBW)V),
B. '((azv +Sau)w:0:(c*v+ SAw)u),
C. '((a2w +S;u)yv:(O*w+ S vu: O),
A7l b*(a*v+ S u) : cX(a*w+ S,u)
a’(b*u+S.v) a*(c*u+Syw)
L a*(bPu+Sqv) 1 cA(bPw+S,v)
b*(a*v+ S u) bPA(cv+S,w)"
L @(Put Spw) BAPv+S,w)
cXa*w+Suu) cA(bPw+S,v)
Damit lassen sich die Zusammenhéinge aus dem Eingangsbeispiel
verallgemeinern (siehe erste Abbildung).

)

Die FuBlpunktdreiecke von isogonal Kkonjugierten
Punkten haben einen gemeinsamen Umkreis und die
Anti-FuBlpunktdreiecke einen gemeinsamen
Umkegelschnitt.

Das FulBlpunktdreieck von P und das Anti-
FuBlpunktdreieck von P* sind fdhnlich und perspektiv
(und umgekehrt).

Die Anti-FuBlpunktdreiecke von P und P* haben
isogonal konjugierte Ecken.

Isogonal konjugierte Punkte P und P* haben bekanntlich
FuBpunktdreiecke mit gemeinsamem Umkreis ([4], S.67). Der
gemeinsame Umkegelschnitt der Anti-FuBBpunktdreiecke lasst
sich nachweisen, indem man die Kollinearitdt der Schnittpunkte
der Gegenseiten des Sechsecks 4. B, C.” 4. B.””C.”
untersucht. Die beiden letzten Aussagen bestdtigt man
unmittelbar aus den Koordinaten.



Ergédnzend sei erwéhnt, dass Punkte, deren FuBpunktdreieck und
Anti-FuBBpunktdreieck perspektiv sind, auf der Darboux-Cubic
liegen ([5], K004 )

S. Dreier-Zyklen isogonaler Punkte

Die isogonalen Verwandtschaften in den aufgezeigten Dreier-
Zyklen legen es nahe, die Dreier-Zyklen isogonal konjugierter
Punkte P und P* zu untersuchen. Die bisher aufgezeigten Dreier-
Zyklen geniigen offenbar dem folgenden Schema:

Y* P* X*

Hintergrund ist der folgende allgemeingiiltige Zusammenhang:

Zwei isogonal konjugierte Punkte haben — der eine in
seinem FuBlpunktdreieck, der andere in seinem Anti-
FuBlpunktdreieck — isogonal konjugierte geometrische
Deutung.

Beispiel: Ein Brennpunkt der Steiner-Ellipse ist in seinem
FuBpunktdreieck der Lemoine-Punkt widhrend der andere
Brennpunkt in seinem Anti-FuBpunktdreieck der Schwerpunkt ist
(und umgekehrt). /
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Zum Beweis seien P und P* die isogonal konjugierten Punkte.
Das FuBBpunktdreieck von P und das Anti-FuBBpunktdreieck von
P*sind streckungsdhnlich beziiglich eines Punktes

Z(az(bzu +Sv)(cu+ Syw) :b*(a*v+ S u)(c?v + SAW))
e (bPw+ S v)(a*w+ Su)
mit dem Streckungsfaktor
a*b*c*(u+v+w)?
S2(a?vw + b*wu + c2uv)
Der bzgl. des FuBpunktdreiecks von P isogonal konjugierte
Punkt zu P




a*(b*c*u” + b*Sywu + S uv + (87 + S5 )vw
:b(cta*vi 4+ cASouv +a*S pywH+ (82 + S8 )wu
ccX(a*bPw? + a*S pyw+ b S,wu + (82 + S ,Sp))uv

wird durch die obige Streckung in den Punkt P* iiberfiihrt. 0

Fiir die bisher aufgezeigten Dreier-Zyklen ergeben sich daraus
kaum neue Aspekte, da zwei Punkte des Zyklus isogonal
konjugiert sind und der dritte eine isogonal konjugierte
Alternative hat. Deshalb sei abschlieBend ein Dreier-Zyklus
angesprochen, bei dem das nicht der Fall ist.
Die isogonal konjugierten Punkte seien M (—a>S,:b>S, :c*S.)
und H,(-=S,5.:5.5,:5,S;) der Anti-Ceva-Dreiecke der
Umkreismitte M und des Hohenschnitts H. M, ist in seinem
FuBpunktdreieck einer der Punkte

Mj(S'2+ 28,°S.£8°\S?+8S5,°S.:25.°S " 2SA'SB'),
die nicht isogonal sind. Thre isogonalen Partner sind

Hf(— S2-28,"S.£8\/S?+8S5,'S. :2bS,": 2c'2SC'),
die in ihren FuBBpunktdreiecken die geometrische Bedeutung von
H, haben.

. Ma AAAAAAAAA Mai
e
H,* ) ?*

Eine Berechnung der fehlenden isogonalen Partner des
Diagramms muss leider dahingestellt bleiben. Sie liegen auf
einer isogonal invarianten Zirkularkurve mit dem Pivot-Punkt im
Fernpunkt der Hohe 4,.

Zur Geometrie der Punkte des Diagramms sei folgendes
angemerkt:

Die Punkte M liegen auf der Ecktransversalen AH, die Punkte
H, auf der Ecktransversalen AM. Die Verbindungsgeraden
H M, und H M schneiden sich im Mittelpunkt von BC. Die
Mitte der Punkte M teilt die Hohe im Verhéltnis /:3; die Mitte
von H j teilt die Strecke AM, im Verhéltnis —/:3.




6. Ortslinien und Einhiillende

Betrachtet man zu einem FuBBpunktdreieck 4 'B’C" alle d4hnlichen
einbeschriebenen Dreiecke A4 'B_'C.°~ bzw. zum Anti-
FuBpunktdreieck A'B"’'C’" alle &hnlichen umbeschriebenen
Dreiecke A4_"'B_"'C.~~ gleichen Umlaufsinns, so stellt sich die
Frage nach den Ortslinien spezieller Dreieckspunkte.

Fir die zu einem FuBlpunktdreieck :ihnlichen
einbeschriebenen Dreiecke gleichen Umlaufsinns
liegen die merkwiirdigen Punkte auf Geraden und die
merkwiirdigen Geraden hiillen Parabeln ein.

Fiir die zu einem Anti-FuBBpunktdreieck Zhnlichen
umbeschriebenen Dreiecke gleichen Umlaufsinns
liegen die merkwiirdigen Punkte auf Kreisen und die
merkwiirdigen Geraden sind kopunktal.

Der Punkt P hat in allen einbeschriebenen Dreiecken 4_'B_'C.’

die gleiche geometrische Bedeutung, denn diese Dreiecke
entstethen durch eine Drehstreckung bzgl. P aus dem
FuBBpunktdreieck 4'B'C".

Dabei gehort zum Drehwinkel 6 mit ¢ =90°—-0und x =cotge
der Streckungsfaktor
Tie=t -1
sing coso
Daher ist die Ortslinie zu einem merkwiirdigen Punkt X = P des
FuBpunktdreiecks eine Gerade durch X senkrecht zu PX.

Unterwirft man eine Gerade dieser Drehstreckung, so schneiden
sich Gerade g und Bildgerade g, im FuBBpunkt des Lotes von P
auf g, d.h. die Geraden hiillen eine Parabel ein mit dem
Brennpunkt P und der Scheiteltangente g.

Ergénzt sei: Die Umkreise der Dreiecke 4,'B,'C." hiillen einen

Beriihrkegelschnitt von ABC ein, fiir den P Brennpunkt ist.



Auch die zum Anti-FuBBpunktdreieck 4'B"'C"" von P dhnlichen
umbeschriebenen Dreiecke 4_"'B,_"'C_"" entstehen aus 4"'B"'C"”’
durch eine Drehstreckung bzgl. P.

Dabei gehort zum Drehwinkel 6 mit  =90°+dund x =coty
der Streckungsfaktor

1 .
s siny =coso .
Daher ist die Ortslinie zu einem merkwiirdigen Punktes X # P
des Anti-FuBpunktdreiecks ein Kreis, genauer der Thales-Kreis
iiber PX.

Drehstreckung, so durchlaufen X, und Y, Kreise, und zwar die
Thales-Kreise iiber PX und PY. Beriicksichtigt man den
Drehwinkel 6, so miissen sich XY und X, Y, im zweiten Schnitt
der beiden Thales-Kreise schneiden, d.h. die Bildgeraden liegen
im Biischel.




AbschlieBend sei erginzt, dass die Umkreise der zum Anti-
FuBpunktdreieck &hnlichen umbeschriebenen Dreiecke eine
Pascalsche Schnecke mit Doppelpunkt P ergeben. Sei M die
Umkreismitte und & der Umkreis des Anti-FuBBpunktdreiecks, so
ist diese Pascalsche Schnecke ([6], S.137) Einhiillende aller
Kreise, deren Mittelpunkte auf dem Thales-Kreis tiber PM liegen
und einen weiteren Kreis durch P senkrecht schneiden, der
Thales-Kreis liber P und seiner Spiegelung an & ist.
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