Miquel-, Poncelet- und Bennett-Punkt
eines Vierecks

Eckart Schmidt

Fur eine baryzentrische Behandlung von
Vierecken lassen sich verschiedene Bezugs-
dreiecke benutzen. Hier werden dazu eines der
Teildreiecke, eines der Teildreiseite, das
Diagonaldreieck und das Steiner-Dreieck des
Vierecks angesprochen. Aus der Sicht dieser
Bezugsdreiecke werden drei merkwirdige Punkte
des Vierecks betrachtet und eine Reihe
geometrischer Zusammenhénge aufgezeigt, die
erganzend fir Sehnen- und Tangenten-Vierecke
spezialisiert werden.
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Vorbemerkungen

Ein Viereck ABCD sei hier durch folgende Punkte erganzt: Die
Gegenseitenschnitte E und F und der Diagonalenschnitt G
ergeben das Diagonaldreieck FGE. Es werden folgende drei
merkwirdige Punkte des Vierecks betrachtet:

Der Miquel- oder Steiner-Punkt M [Ehr] eines Vierecks — bei
Clawson auch als ,focal point“ angesprochen, ist der
gemeinsame Punkt der Umkreise der Teildreiseite. Die Miquel-
Punkte der Vierecke ABDC, ABCD, ACBD in den
Bezeichnungen M,, M=M,, M. ergeben das Steiner-Dreieck
MaMpM. des Vierecks.
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Der Poncelet-Punkt Z eines Vierecks [Gri] ist Zentrum der
gleichseitigen Umhyperbel im Schnitt der Feuerbach-Kreise der
Teildreiecke.

Der Bennett-Punkt T (,,isoptic point®) eines Vierecks [Cun,3.21]
— bei Stark als Tangentialpunkt behandelt [Std] — liegt im
zweiten Schnitt der Kreise durch zwei Gegenecken und den
Miquel-Punkt des Vierecks [St4,6]. Diese beiden Kreise sind
zwei der sechs Ahnlichkeitskreise zu jeweils zwei Umkreisen
von Teildreiecken. Gemeinsamer Punkt dieser
Ahnlichkeitskreise ist der Bennett-Punkt [Cun,3.21].

Es seien in dieser Ausarbeitung nur Vierecke betrachtet, die sich
nicht tberschlagen. Dann sind Sehnen-Vierecke immer konvex,
Tangenten-Vierecke haben einen ,,echten* Inkreis und Sehnen-
Tangenten-Vierecke liegen ,,zwischen* zwei Kreisen. Weiterhin
seien die Vierecke nicht orthozentrisch, da dann Poncelet- und
Bennett-Punkt nicht eindeutig sind.

Das Bezugsdreieck fir eine Behandlung mit baryzentrischen
Koordinaten sei mit A°B°C° bezeichnet:

als Teildreieck A°B°C°=ABC,

als Teildreiseit A’B°C°=ABF,

als Diagonaldreieck A°B°C°=FGE,
als Steiner-Dreieck A°B°C°= M,M,M...

Baryzentrische Koordinaten eines Punktes P bzgl. eines
Bezugsdreiecks A°B°C° sind homogene Koordinaten aus den
MaRzahlen der orientierten Flachen der Dreiecke A°B°P, B°C°P,
C°A°P. Benutzt werden hier die Seitenlangen a, b, ¢ des



Bezugsdreiecks, der halbe Umfang s mit 2s=a+b+c, sowie
die Conway-Abkurzungen [Yiu] Sa, Sg, Sc und S mit
2S, =-a’+b*+c?, 25, =a® —b* +c?, 25, =a® +b*-c?

und S =./S,Sg +SgSc +ScS, =2A.

Bzgl. der verschiedenen Bezugsdreiecke werden Eigenschaften
von Miquel-, Poncelet- und Bennett-Punkt angesprochen. Dazu
sind die Berechnungsgrundlagen nur bruchstiickhaft skizziert,
um den rechnerischen Aufwand anzudeuten.

Bezugsdreieck Teildreieck

Ergénzt man drei Punkte A, B, C durch einen Punkt D zu einem
Viereck ABCD, so liegt es nahe, das Teildreieck ABC als
Bezugsdreieck A°B°C° zu wihlen mit dem vierten  Punkt
D(u:v:w). Die Gegenseitenschnitte E und F sowie der
Diagonalenschnitt G errechnen sich dann zu
FO:v:w), G(u:0:w), E(u:v:0).

Miquel-, Poncelet- und Bennett-Punkt haben wegen der
metrischen  Eigenschaften ~ schon  sehr  unhandliche
Darstellungen:

SU(V+W) —SgvZ + S w(U +V)
U+Vv+w
Z(u(Sgv—Scw)(b2(u+v)w—c?(w+u)v)
2V(Scw—S,u)(c?(v+w)u —az(u +v)w)
tW(S,u—Sgv)(@2(w+u)v—b2(v+w)u),
T (@°vW((U +V)(S .U —ScW) + (W+U)(S .u—SgV))
To?wu((v+W)(SgV—S,U) + (U+V)(SgV — S W)

L CPUV((WHU)(SgW—SgV) + (V+W)(Scw—S,U))).

M (@%(u+V):Szv— CP(v+w))

(1) Der Poncelet-Punkt ist der Schnitt der Feuerbach-Kreise
der Teildreiecke [Gri].

Die Gleichung des ABC-Feuerbachkreises ist z.B.




S X2+ Sgy?+S.z2—a?yz —b?zx—c2xy =0.

(2) Der Poncelet-Punkt ist der Schnitt der FuBpunktkreise
der Ecken bzgl. der zugehorigen Restdreiecke [Gri].

Die Gleichung des FuBpunktkreises von D bzgl. ABC ist z.B.
u(S,Vv+b2w)(S W+ c2Vv)x2+Vv(Szu + a2w)(Sgw+c2u) y?
+W(Sc.V+b2u)(Scu + a2v) z?
—u(b2wW?+c2v2)(Sgxy +a2yz + S 2x)
—v(c2u?+a2w?)(S Xy + S yz +b2zx)
—w(a2v2+b2u?)(c?xy + Sg yz + S ,2X)
—2uvW(S \SpXy +SgSc ¥z +S.5,2x) =0.

3) Spiegelt man das isogonale Bild einer Ecke bzgl. des
Restdreiecks an dessen Umkreis, so erhdlt man den Bennett-
Punkt T [St4,2][Cun,3.21].

Dazu ist z.B. der Punkt
D*(a2vw: b2wu : c2uv)
am ABC-Umkreis wie folgt zu spiegeln: (x:y:z2) —
(a2(@*yz —b*zx—c*xy +a2b2(x — y)z + b2c2x2 —a2c2(z — X) y)
:b2(-a*yz +b*zx—c*xy —a2b2(x — y)z +b2c2(y — 2)x + a2c2y?)
sc2(—a’yz —b*zx+c*xy + a2h2z2—b2c2(y — z)x + a2c2(z - x)y)).

4) Miquel- und Bennett-Punkt liegen mit den Gegenecken
des Vierecks konzyklisch [St&,6].

Die Gleichung des Kreises durch M, T, A, C ist:
a2(—a2(u +Vv)v+b2(u+v)(v+w) +c2uv) yz
+b?(—-a2(u +Vv)v+b2(u +v)(v+w) —c2(v+w)v) zx
+ Cc2(a2vw-+b2(U + V) (V +w) — C3(V + W)V) Xy
+a2c?2(u+v+w)vy2=0.

5) Spiegelt man ein Viereck am Poncelet-Punkt, so erhalt
man das Viereck der isogonalen Bilder des Bennett-Punktes
bzgl. der Teildreiecke [St&,9][Cun,3.21].

Spiegelt man die Ecke D am Poncelet-Punkt Z, erhdlt man das
ABC-isogonale Bild des Bennett-Punktes
u

T *((u +V)(SAU—ScW) + (U+W)(S,u—S;pv)

) v

(V4 W)(SgV—S,U) + (V+U)(SgV— S w)
w

).

: (W+V)(ScW—S,u) + (W+u)(Scw—S;v)




Die isogonalen Bilder des Bennett-Punktes bzgl. der
Teildreiecke liegen also auf der gleichseitigen Umhyperbel des
Vierecks mit der Gleichung

(SpU—Sgv)wxy + (Sgv—Scw)uyz + (Scw—S ,u)vzx=0.

(6) Fur nicht konvexe Vierecke sient man vom Bennett-
Punkt die Umkreise der Teildreiecke unter dem gleichen
Blickwinkel [St4,Figl][Cun,3.21].

C
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Fur den Kosinus des halben Blickwinkels ergibt sich

c0s? — 2S\Juvw(u +V + W)
2 a2vw-+b2wu+cuv

Fur ein Sehnen-Viereck ABCD muss der Punkt D auf dem
Umkreis des Bezugsdreiecks ABC liegen, so dass seine
Koordinaten die Gleichung des Umkreises

a’yz +b’zx+c’xy =0
erfillen missen, etwa in der Form
b2uw

Ve
clu+a’w’

@) Der Bennett-Punkt eines Sehnen-Vierecks ist die
Umkreismitte des Sehnen-Vierecks.

Die Umkreismitte des Teildreiecks ABC ist
O =T,(a’S, :b*S, :Cc°S.).




(8) Der Miquel-Punkt eines Sehnen-Vierecks ist die
Spiegelung des Diagonalenschnitts am  Umkreis; d.h.
HohenfulRpunkt des Diagonaldreiecks.

Der HohenfuRpunkt H auf der Basis EF des Diagonaldreiecks ist
H =M (2%u(c’u+a’w—b’w) : —2S b*wu : c’w(—b’u +c’u +a’w).

9) Der Poncelet-Punkt eines Sehnen-Vierecks ist der
Schnitt der Simson-Geraden der Ecken bzgl. der Restdreiecke.

Die Gleichung der Simson-Geraden des Punktes D bzgl. ABC ist
-W aw+cau u
X z=0.
cu+Sgw  a?S,w-c2S.u”  atw+Sgu

(10) Spiegelt man eine Ecke des Sehnen-Vierecks am
Poncelet-Punkt, so erhdlt man den Ho6henschnitt des
Restdreiecks.

Dies ist Aussage (5) fur ein Sehnen-Viereck, denn der
Hohenschnitt ist das isogonale Bild der Umkreismitte.

(11) Der Poncelet-Punkt eines Sehnen-Vierecks ist der
Mittelpunkt des Kreises, auf dem die Mitten der
Feuerbachkreise der Teildreiecke liegen.

Der Poncelet-Punkt

Z. ((c®u+Sgw)(S?u+S. (a°w+Sgu)
1 (S,U—S W) (Scc?u—S,a’w) : (@*w+ Sgu)(S*w+ S, (C°u + S,w))
liegt nach (1) auf den Feuerbach-Kreisen der Teildreiecke, deren
Radien gleich dem halben Umkreisradius sind.

A=A°

Das Viereck ABCD ist ein Tangentenviereck, wenn die
alternierende Seitenlangensumme Null ergibt.

(12) Fur ein Tangenten-Viereck liegt der Punkt D auf einer
Hyperbel durch den Punkt B mit den Brennpunkten A und C.

Gleichung dieses Kegelschnitts ist
(a—c)?(x+2)* —b*(x—2)* +4(a—c)(az—cx)y =0.




Dies kann koordinatenmaRig etwa wie folgt berlcksichtigt
werden:

_(@a-c)’(u+w)? —b*(u—w)?
- 4(a—c)(cu —aw) '

Fur ein Sehnen-Tangenten-Viereck liegt die vierte Ecke auf dem
Umkreis fest. Flir a > c ergibt sich

(82-chS? (a—c)\/acs(s —b) _(@azops
4bs(s—b) 42

_ 2 2_r2)\Q2 — )28 2
.S :abc—u-(a—c)\/acs(s—b)—w).
2s(s—h) 4bs(s—b) 4h?
Dieser Punkt ist der Schnitt von Umkreis und obiger Hyperbel,
der mit der Ecke B auf dem gleichen Zweig der Hyperbel liegt.

Ds; (abc +

Bezugsdreieck Teildreiseit

In der Literatur wird als Bezugsdreieck zur baryzentrischen
Behandlung von Vierecken meistens nicht ein Teildreieck
sondern ein Teildreiseit benutzt [Ehr,5], z.B. A°B°C°=ABF. Die
vierte Seite wird als Tripolare eines Punktes P(u:v:w) mit der

Gleichung
VWX+ WUy +uvz =0

beschrieben. Das Viereck ABCD hat dann die Ecken
A1:0:0), B(0:1:0), C(O:—v:w), D(-u:0:w)
und fiir das Diagonaldreieck gilt:
F(0:0:1), G(:v:—w), E(u:-v:0).
Die eingangs angesprochenen merkwirdigen Viereckpunkte
errechnen sich jetzt wie folgt:
a®  b* ¢
V—W W-U Uu-vV
Z(ScU((SA(v—wW)u+Sg (U—wW)V)(2v —w) + S (U — V)W)
1 SV((S 4 (V—W)u +Sg (U —wW)V)(2u —w) — S (U —V)W?)
£ (S ,wu + S vw—c’uv)(a’vw-+b?wu —c?uv)),
T (@°V((S,(V—W)U + Sg (U—W)V)(2u —w) — S (U —V)W?)
:b?U((S,(v—W)u +Sg (U—W)V)(2v—W) +S. (U —V)W?)
:—C7UV(S o (V—W)U + Sy (U—W)V + S, (U+V—2w)w)).
Der Miquel-Punkt M ist als Punkt des ABF-Umkreises das ABF-
isogonale Bild eines Fernpunktes.

M(

(13) Der Miquel-Punkt ist das bzgl. eines Teildreiseits
isogonale Bild des Fernpunktes der Newton-Geraden.

Als Verbindungsgerade der Diagonalenmitten hat die Newton-
Gerade die Gleichung
(u+v+wW)x+U—-v+w)y+(Uu+v-w)z=0.




Geometrischer  Hintergrund ist, dass der Miquel-Punkt
Brennpunkt der Berlhrparabel des Vierecks ist, deren Achse
parallel zur Newton-Gerade verlauft [Ehr,7.4].

(14) Das FuBpunktviereck des Miquel-Punktes entartet
kollinear [Ehr,5.2].

Die Tragergerade der FuBpunkte der Lote des Miquel-Punktes
auf die Seiten des Vierecks hat die Gleichung
V—W w—u u-—v
X+ y+
—a2u+S.v+Sgw  S.u—bv+S,w”  Sgu+S,v—ciw

(15) Der Miquel-Punkt liegt mit den Umkreismitten der
Teildreiseite auf einem Kreis [Ehr,5.2].

Mittelpunkt dieses Kreises ist
(@2(—S,(v—w)(3u2—2u(v+Ww) +Vvw) — Sg (W—u)?v+ S (U —V)>w)
:b2(S 4 (V—w)2u — Sg (Ww—u)(Bv2—2v(W+u) +wu) — S¢. (U —V)2w)
1C2(—=S,(V—W)2u+ Sg (W—u)?v—S¢ (U—V)(3W2 —2w(u +V) +uv)).

(16)  Poncelet-Punkt und ABF-isogonales Bild des Bennett-
Punktes als auch Bennett-Punkt und ABF-isogonales Bild des
Poncelet-Punktes liegen kollinear mit dem Gegenseitenschnitt F
des Vierecks: Z, T*, F als auch Z*, T, F liegen kollinear.

Die Koordinaten des Poncelet- und des Bennett-Punktes zeigen,
dass aus der Sicht des Gegenseitenschnitts F=C° die
Verbindungsgeraden FZ und FT symmetrisch zur zugehdrigen
Winkelhalbierenden liegen [St&,10].

Der Tripol P(u:v:w) der vierten Seite bestimmt jetzt das

Viereck. Fir ein Sehnenviereck missen die vierten Seiten
Parallelen sein. lhre Tripole liegen auf einem Umkegelschnitt
des Bezugsdreiecks ABF mit der einfachen Gleichung

a’(x—z)y—b*(y—2z)x=0,
zu beriicksichtigen in der Form
_ (a2=b?)uv
~av-b

(17)  Far ein Sehnen-Viereck zu dem Bezugsdreieck ABF liegt
der Tripol der Seite CD auf einem Umkegelschnitt durch den
Schwerpunkt des Bezugsdreiecks und die Mitte der
Winkelhalbierenden durch F.

Dieser ABF-Umkegelschnitt durch den Schwerpunkt (1:1:1)
und die Mitte (a:b:a+b) der Winkelhalbierenden durch F ist

das ABF-isogonale Bild einer Geraden durch den ABF-Lemoine-
Punkt L(a%:b2:c?) und die Seitenmitte (1:1:0) von AB.




(18)  Fur ein Sehnen-Viereck zu dem Bezugsdreieck ABF liegt
der Tripol der Seite CD auf der Seite FG des Diagonaldreiecks.

Sehinen-Viereck
bral, Teildreiseit

Die drei Viereckpunkte sind dann fir ein Sehnen-Viereck:

c2uv
H=M.(-u:v:.———),
s ( a2v—b-’-u)
2(1) — 2011 —
ZS (aZ(SA +M) : bZ(SB +M)
S,u—S,v S,u—Sgv

(S%2+5,S;)(Sgh2u —SAaZV))
' Sc(S,u—S.v) ’

2(1] — 2(1] —
S?u-v) 1S+ S*u-v) 1 —C?).
S,u—-Sgv S,u—Spv
Zu vorgegebenem Teildreiseit liegen die Miquel-Punkte der
Sehnen-Vierecke auf dem Umkreis des Bezugsdreiecks und die
Bennett-Punkte (in den Umkreismitten der Sehnen-Vierecke)
auf der Mittelsenkrechten von AB. Die Poncelet-Punkte sind

Punkte einer Senkrechten durch die Seitenmitte von AB zur
Tripolaren des Mittelpunktes der Winkelhalbierenden durch F.

O=T,(S; +

(19) Der Poncelet-Punkt eines Sehnen-Vierecks ist das
Perspektivzentrum  seines  Fullpunktvierecks und  des
Seitenmitten-Parallelogramms.

Der Poncelet-Punkt Zs liegt auf der Senkrechten zur Seite CD
durch die Seitenmitte von AB mit der Gleichung
yoys $a=Sa)Se ;o
S2+S,S;
Auch eine weitere Eigenschaft des Poncelet-Punktes sei hier
angesprochen: Die Hohen der Teildreiseite eines Vierecks liegen
bekanntlich kollinear auf einer Senkrechten zur Newton-
Geraden. Fur ein Sehnen-Viereck geht diese Gerade
(,;orthocentric line” [Ehr,5.2]) mit der Gleichung




—a2S,vx+b2S,uy + S¢. (a?v—-b2u)z =0
zusétzlich durch den Diagonalenschnitt G und den Poncelet-
Punkt Z.

(20) Die Hohenschnitte der Teildreiseite eines Sehnen-
Vierecks liegen kollinear mit dem Diagonalenschnitt und
punktsymmetrisch zum Poncelet-Punkt.
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Fir ein Tangenten-Viereck muss die vierte Seite eine Tangente
an den Inkreis des Bezugsdreiecks sein.

(21) Far ein Tangenten-Viereck zu dem Bezugsdreieck ABF
liegt der Tripol der Seite CD auf der Tripolaren des ABF-
Gergonne-Punktes.

Die Tripolare des Gergonne-Punktes Ge( t .t 1 ) hat
s—a s-b s-c

die Gleichung
(s—a)x+(s—b)y+(s—c)z=0.

Fir ein Sehnen-Tangenten-Viereck verbleibt dann nur noch ein
Tripol flr die vierte Seite
—a  -b a+b

F)ST(s—a "s-b’ s—c)'
Dieser Punkt liegt im Schnitt der Tripolaren des Gergonne-
Punktes Ge mit der Ecktransversalen FMi* des ABF-isogo-
gonalen Bildes des Mittenpunkts Mi(a(s—a):b(s—b):c(s—c))
des Bezugsdreiecks. Auf dieser Ecktransversale liegt auch der
Diagonalenschnitt

a b a+b
G( : ; )
s—a s—-b s-c
als vierter harmonischer Punkt zu Pst bzgl. F und dem Schnitt
mit AB.




: Sehmen-Tangenten-Vierecks
baal Teildreiseit

FHABF

Das Sehnen-Tangenten-Viereck hat dann die Ecken
A1:0:0), B(0:1:0), C(0:—2.&*P a_.g.2%b

: ), D( :0
s—b s—c s—a S—C
Der Bennett-Punkt fallt in die Umkreismitte O
2 2 2 2 2
0T, (35, 2875, DS 225, ¢S, 65,5
sc a+b sc a+b s s(a+h)

).

mit dem Umkreisradius R =%\/43AsB +2c2(a+h)e -
s

Der Beruhrkreis des Sehnen-Tangenten-Vierecks ist der Inkreis
des Bezugsdreiecks. Die Inkreismitte Q hat bzgl. des Umkreises
abc? .
252
Q(a:b:c) mitdem Inkreisradius r:\/(s—a)(s—b)(s—c) :
S
Spiegelt man den Diagonalenschnitt G am In- oder Umkreis, so
erhélt man den Miquel-Punkt im HoOhenfullpunkt H des
Diagonaldreiecks.

H :MST(

Der Poncelet-Punkt
ZST(82§E+b) 4, : S2(a+b) i, (82+SASB)(abc+SAa+SBb+SCC)).
CS 2acs 2S.abc
liegt im Schnitt des Lotes von einer Seitenmitte auf die
Gegenseite und der Verbindungsgeraden des Diagonalenschnitts
G mit dem Hohenschnitt Hagr eines Teildreiseits.

die Potenz —

a  -b c2
s—a s—b (s—c)(a-h)

).

Das Diagonaldreieck als Bezugsdreieck

In diesem Abschnitt sei das Diagonaldreieck Bezugsdreieck fur
baryzentrische Koordinaten: A°B°C°=FGE. Das Anti-Ceva-
Dreieck einer Ecke ist dann das Restdreieck des Vierecks. So
ist folgende Darstellung der Ecken des Vierecks mdglich:
A(-u:v:w), B(u:—v;w), C(u:v:—w), D(u:v:w).



Die drei merkwiirdigen Punkte des Vierecks errechnen sich
dann zu:

M (a2v2(u2 —v2 4+ w?2) +b2u2(—u2 + v2 + w?) — 2c2u?v?

:—2V2(S U2+ Sgv2 4+ S w?)
1 —2a2v2W2 + b2W2 (U2 4 v2 — W2) + C2v2(U2 — V2 + W2)),
1 _ 1 _ 1

b2w2 —c2v2  c2u2—a2w? a2v2—hay2
T (a*v2w2 —b*u2w2 — c“u2v2 + b2c2u?(—u2 + v2 + w2)
s —a’vaw2 + b*uzw2 — c*uav2 + a2cav2(u2 — v2 + w2)
c—a’vaw2 —b*uaw2 + c*u2v2 + a2b2w2(u2 + vz — wa)).

\_F.=14 *
| . I
Diagonaldreieck
i
"""""" £=C’

(22) Der Poncelet-Punkt liegt auf dem Umkreis des
Diagonaldreiecks [Gri].

Diese wichtige Eigenschaft bestatigt sich jetzt leicht mit der
Gleichung des Umkreises des Bezugsdreiecks:

a’yz +b%zx+c*xy =0 .

(23) Das Fullpunktviereck des Bennett-Punktes ist ein
Parallelogramm.

Die Fullpunkte der Lote von einem Punkt X(x:y:z) auf die Seiten
des Vierecks errechnen sich zu:

C(Su+Sgv)(vx+uy) + (a2v2+b2u2—-2S.uv)z

L(u:—v
e ( —a2vy+Db2ux—S. (vx—uy)

),




L ((SBV + ScW)(Wy +VvZz) + (=28 Jvw+ b2w? + c2v2)x
5 —S, (Wy —vz) —b2wz + c2vy '
(S u—SgV)(—vx+uy) + (a?v2+b2u2+2S.uv)z

Vi—W),

u:v: ;
Lo a2vy+b2ux + S (VX uy) )
(SgVv—S.W)(—wy +Vvz) + (2S ,yW+Db2W2 + c2v2)X |
Loa( IVIW).
S, (wy +vz) +Db2wz + c2vy

Nur fir den Bennett-Punkt ergeben diese Punkte ein
Parallelogramm.

(24)  Spiegelt man den Bennett-Punkt am Diagonalenschnitt
seines FuBpunktparallelogramms, so erhdlt man den Poncelet-
Punkt.

Dieser Diagonalenschnitt hat die Koordinaten:
(u2(—b2c2u?+ S c2v2 + S b2w?) : v2(S c2u2 —a2c2v2 + S ,a2w?)
tW2(S;b%u2+ S \a2v2 —a?b2w?).
In anderer Formulierung: Der Poncelet-Punkt ist der Mittelpunkt

der Spiegelungen des Bennett-Punktes an zwei Gegenseiten
[St&,8].

(25) Die Spiegelung des Poncelet-Punktes am Schwerpunkt
des Vierecks und das Komplement des Bennett-Punktes bzgl.
des  Diagonaldreiecks  liegen  isogonal  bzgl.  des
Diagonaldreiecks.

Zur Kontrolle sei das Komplement von T bzgl. FGE angegeben:
X *(a%((a2—2S,)v2wW2 +b2(W2 —u2)w? —c2(u2 - v2)v2)
:b2(—a2(v2 —w2)w? + (b2 - 25, )uw? + c2(u2 —v2)u?)
:c2(a?(v2 —w2)v2 —b2(W2 —u?)u? + (c2 — 25, )u2v?)).

Fur ein Sehnen-Viereck ist der Umkreis der Polarkreis (,,polar
circle® [Joh,176]]) des Diagonaldreiecks mit der Gleichung

SU2+S;v2+ S w2 =0,
zu bertcksichtigen mit
S,u2+S w2
-S, '
Mittelpunkt des Polarkreises und damit Bennett-Punkt des

Sehnenvierecks ist der Hohenschnitt des Diagonaldreiecks
[St&,9].

V2=

0 :Ts = HFGE (SBSC : SCSA : SASB);
der Radius des Polarkreises ist

Rzé,/—SASBSC .

Die Basisgerade EF des Diagonaldreiecks ist Polare des
Diagonalenschnitts G; im HohenfuBpunkt auf der Basis des
Diagonaldreiecks liegt der Miquel-Punkt




H=Mg(5:,:0:S,).

(26) Der Poncelet-Punkt eines Sehnen-Vierecks ist die am
Schwerpunkt S des Vierecks gespiegelte Umkreismitte O.

Dies ist die Aussage (24) fir Sehnen-Vierecke: Das
FuBpunktparallelogramm  des  Bennett-Punktes in  der
Umkreismitte ist das Seitenmittenparallelogramm mit dem
Symmetriezentrum im Schwerpunkt.
Der Schwerpunkt des Sehnen-Vierecks ist
S(Sgu?(b?w? —c2w? + c2u?) : (C2u? +a2w?)(S ,u?+ S W2)
: Sgw2(a2w? —a2u? + b2u?)

und der Poncelet-Punkt errechnet sich zu
Z ( SB . l . SB

°162S,u%+(S2+ 5,5, )W? c2u2—a2w? * a?S W2+ (S2+S,S, )u?

) .

(27) Der Poncelet-Punkt eines Sehnen-Vierecks liegt im
Schnitt einer Parallelen zur Hohe des Diagonaldreiecks durch
das isogonale Bild des Fernpunktes der Newton-Geraden und
einer Parallelen zur Newton-Geraden durch das isogonale Bild
des Fernpunktes der Hohe des Diagonaldreiecks.

Diese beiden Parallelen haben die Gleichungen
((S,—Sg)uz+a2w?)(S,c2u+(S2+ S5 S, )w?)x
—2S; (c2u?—a?w?)(S,u2+ S w2)y
—(c2u?+ (S —Sg)W?)((S2+S,S5)u2+S.a2w?)z =0,
Sc (S§,c2U%+(S2+ S;S. )W2)X + Sgh?(a2w? —c2u?)y
—S,(S.a2w?+(S2+S,S;)u?)z=0.

Bei vorgegebenem Diagonaldreieck liegen die Ecken eines
zugehdrigen Tangenten-Vierecks auf einer Kurve vierten Grades
mit der Gleichung

(x2—122)(Six2—Si72)+ (S, — Sc )(c2x2—a2z2)y2 =0.
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Fur ein  Sehnen-Tangenten-Viereck ergeben sich die
Koordinaten der Eckpunkte mit




S¢

b2
R L T —
VSaSc J4/SaSc =S

Der Inkreis des Sehnen-Tangenten-Vierecks hat seinen
Mittelpunkt Q auf der Hohe des Diagonaldreiecks im Schnitt mit
der Newton-Geraden:

Q(SgS; 1SS +S4/S,Sc :S,S;).
Diese Inkreismitte ist auch Punkt des Thales-Kreises Uber der
Basis EF des Diagonaldreiecks.
Der Radius des Inkreises ergibt sich aus der Pol-Polaren-
Beziehung von G und EF zu

_ SB(S\/SASC _SASC)
S,S. —S2 '
Der Poncelet-Punkt eines Sehnen-Tangenten-Vierecks ist
-1

ST(s S+ (S, +2),/S,S,
'S (S, —S )(s JS:S¢ )’ S+(S, +a2),/s S.

Bezugsdreieck Steiner-Dreieck

Auch aus der Sicht des Steiner-Dreiecks lasst sich ein Viereck
erschlieBen. Das Bezugsdreieck besteht dann aus den Miquel-
Punkten M,=A°, Mp=M=B°, M.=C° der Vierecke ACDB,
ABCD, ADBC. In diesem Bezugsdreieck l&sst sich zu jeder Ecke
eine Inversion — bestehend aus einer Geraden- und einer
Kreisspiegelung — betrachten, die die beiden anderen Ecken
vertauscht. Diese hier als Steiner-Inversionen angesprochenen
Abbildungen sind:

2 2 2

a2yz +b2zx+c2xy b2y

o (xiy:z) > ( . —c2y),
X+Yy+z
2 2 2
o=0g: (x:y:z)—>(—a22:al yz+b22x+cixy 1 —C2X),
X+y+1z
a2yz +b2zx+c2xy

o.: (X:y:z) > (-a?y:-b3x:
X+Yy+1z

Bildet man jetzt einen Punkt P(u:v:w) mit diesen Inversionen
ab, dann ergeben die Punkte

A=oc,P, B=o,P, C=0.P, D=P
ein Viereck ABCD, dessen Steiner-Dreieck das Bezugsdreieck
ist. Die Inversion o =o, Vvertauscht nicht nur die Steiner-
Punkte M, und M sondern auch die Gegenecken und
Gegenseitenschnitte des Vierecks ABCD.
Eine analytische Behandlung des Vierecks mit dem Steiner-
Dreieck als Bezugsdreieck ist sehr aufwandig. Der
Diagonalenschnitt errechnet sich zu



G( (u+Vv+w)2(—a2b2w? + b2c2u? + c2a2v2) — (a2vw+ b2wu + c2uv)?
c2(u +V+w)uv + w(azvw+ b2wu + c2uv)
: 2b2(U+V+Ww)
C(u+v+w)?(a2b2w? —b2c2u? + c2a2v?) — (a2vw+ b2wu + c2uv)?
' a2(u + v+ w)vw+ u(azvw-+b2wu + c2uv)
und der Bennett-Punkt hat die Koordinaten
T (az((u +V + W)2(a2b2w? — b2c2u2 + c2a2v2) — (a2vw+ b2wu + c2uv)?)
az(u + v+ w)vw+ u(azvw+ b2wu + c2uv)
_b2((u + v+ w)2(a2b2w? + b2c2u2 — c2a2v2) — (a2vw+ b2wu + c2uv)?)
' b2(u + v+ w)wu + v(a2vw+ b2wu + c2uv)
C2((u+ v+ w)2(—azb2w? + b2c2u2 + c2a2v?) — (a2vw+ b2wu + c2uv)?)
' c2(u +V+w)uv +w(azvw+ b2wu + c2uv) )

(28) Die Steiner-Inversion o eines Vierecks vertauscht den
Diagonalenschnitt mit dem Bennett-Punkt.

eieck
Steiner-Dreieck

Damit haben der Diagonalenschnitt und der Bennett-Punkt das
gleiche Abstandsprodukt ac vom Miquel-Punkt wie die
Gegenecken und die Gegenseitenschnitte des Vierecks.

(29) Das isogonale Bild des Bennett-Punktes bzgl. des
Steiner-Dreiecks ist das Perspektivzentrum von Diagonal- und
Steiner-Dreieck.

(30) Spiegelt man das isogonale Bild des Bennett-Punktes
bzgl. des Steiner-Dreiecks am Schwerpunkt des Vierecks, so
erhélt man den Poncelet-Punkt.

Auf die aufwéndige Darstellung des Poncelet-Punktes sei hier
verzichtet.




Selhwen-Vierecks

A bygl: Steiner-Dreieck
H=M L N
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Fur ein Sehnen-Viereck fallt der Bennett-Punkt in die
Umkreismitte, die im Ankreismittelpunkt 1, des Steiner-
Dreiecks liegt. Der Umkreis des Sehnen-Vierecks schneidet den
Inversionskreis der Steiner-Inversion o orthogonal. Der Radius
ist

R - 2abc

a-b+c
und seine Gleichung lautet

bcx? —cay? + abz? + 2¢(s —a)xy + 2bszx+ 2a(s—c)yz =0 .

Spiegelt man die Ecken des Steiner-Dreiecks eines Sehnen-
Vierecks am Umkreis des Sehnen-Vierecks, so erhdlt man die
Ecken des Diagonaldreiecks. Das Diagonaldreieck besteht also
aus der Inkreismitte 1 und den Ankreismitten I, und I. des
Steiner-Dreiecks.

Fur ein Sehnen-Tangenten-Viereck verbleibt nur noch eine
Maglichkeit fiir den Punkt D:
Dy (@a(=X+Y +Z):b(X+Y +Z):c(X+Y -2))
mit X :\/\/g+(s—c)\/s—b’ Y:\/b(\/§+\/s—b)’
s—a

S

ZWL Js—b
S—C

Die Mitte des Inkreises des Sehnen-Tangenten-Vierecks

Q(-a:a+c—2,/s(s—h):—c)

ist Fixpunkt der Steiner-Inversion o. Der Radius betragt

i/azc"‘(aJrc—Z,/s(s—b))
5 :
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