Pol-Polaren-Ortslinien
zu Kreisbiischeln
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Zu einem Pol-Polaren-Paar bzgl. eines Kreises
lassen sich die Schnittpunkte S der Sekanten Pol-
Zentrum oder die Schnittpunkte T der Polaren mit
dem Kreis als auch der Schnitt P° der beiden
Geraden betrachten. Die Ortslinien dieser Punkte
fiir Kreisbiischel liefern neben Kreisen auch
Strophoiden und Zirkularkurven. Dazu werden
parabolische,  elliptische und  hyperbolische
Kreisbiischel  betrachtet.  Anfangs  werden
kartesische, spdter baryzentrische Koordinaten

benutzt.
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Strophoiden

Betrachtet man die Schnittpunkte eines Geraden- und eines
Kreisbiischels, so erhdlt man Strophoiden. Dabei ist das
Kreisbiischel durch eine Kurve m fiir die Mittelpunkte M und
einen festen gemeinsamen Punkt A4 auf m vorgegeben und das
Geradenbiischel durch einen Pol P. Die Schnittpunkte der
Sekanten PM mit dem Kreis um M durch A4 ergeben die
Strophoide [1]. Man spricht von der Strophoiden der Kurve m
bzgl. des Pols P und des festen Punktes A. Wir beschrianken uns
hier auf Geraden g fiir die Mittelpunktskurve. Einfachstes



Beispiel ist die symmetrische Strophoide, bei der der feste Punkt
A FuBlpunkt des Lotes vom Pol P auf die Gerade der
Mittelpunkte ist.

fester
Punkt A

Mittelpunkts-
gerade

Betrachtet man die Spiegelungen P° des Pols P an den Kreisen
dieses parabolischen Kreisbiischels, so ergibt sich offensichtlich
ein Kreis, der Thales-Kreis iiber AP. Die Polaren von P
schneiden sich im Punkt 4 und den zugehorigen Kreis in einem
weiteren Punkt 7, dessen Ortslinie ebenfalls ein Kreis ist, der
von A mit dem Faktor 2 gestreckte Thales-Kreis liber 4P.

Parabolische Kreisbiischel

Betrachtet werden Kreise, deren Mitten M auf einer Geraden
liegen und die durch einen Punkt A auf dieser Geraden gehen.
Der Pol P sei nicht mehr an die Senkrechte in A zur
Mittelpunktsgeraden gebunden. Ein kartesisches
Koordinatensystem sei wie folgt angepasst:

M(0;p), A0,0), P(u;v).
Die Kreise des Biischels haben dann die Gleichungen

X+(y-pr=p°

mit dem Radius p als Parameter.

(1)  Die Polaren von P mit den Gleichungen
ux+(wv-p)y—vp=0

2
schneiden sich in Q(V—;—v) diametral zu P bzgl. des Ortskreises
u

der Spiegelpunkte P° (s.u.).



(2)  Die Polaren von P schneiden die Kreise in den T-
Punkten, deren Ortslinie die Gleichung hat:
(y+v)x*+(y—-v)y*—2uxy=0.

i

!
T
)

(3)  Die Verbindungsgeraden PM mit den Gleichungen
v-—-p)x—uy+up=0
schneiden die Kreise in den S-Punkten, deren Ortslinie zur
Gleichung hat:
(x—u)x*+(x+u)y*—2vxy=0.

Diese Ortslinie ist gemif3 ihrer Konstruktion eine Strophoide:
Definierende Gerade ist die y-Achse mit dem festen Punkt A
und dem Pol P.

Das Vertauschen von x und y sowie u und v ergibt die Ortslinie
unter (2). Damit ist auch die Ortslinie der T-Punkte eine



Strophoide, nur mit der x-Achse als erzeugender Geraden und
dem Pol Q. Die S-Schnitte des Biischels und die T-Schnitte des
orthogonalen Biischels liegen auf der gleichen Strophoiden (und
umgekehrt).

4) Spiegelt man P an den Kreisen des Biischels, so erhalt
man die Punkte

po P PR )

wr+W-p2 ut+v-p)
die auf einem Kreis liegen mit der Gleichung:
w+vi, o (WP +v?)
(x 2u Fryi= 42

Dieser Kreis hat den Durchmesser PQ und schneidet alle Kreise
des Biischels orthogonal.

2

Elliptische Kreisbiischel

Liasst man jetzt auch noch die Bindung des festen Punktes A an
die Mittelpunktsgerade fallen, d.h. verallgemeinert man die
Strophoiden-Konstellation, so gehen die Kreise durch zwei feste
Punkte: 4 und seinen Spiegelpunkt B an der
Mittelpunktsgeraden. Mit dem Dreieck ABP ergibt sich ein
Bezugsdreieck fiir baryzentrische Koordinaten, mit denen die
Ergebnisse interpretierbarer werden. Die Seitenldngen seien
AB=c, BP=a, PA=b.
Benutzt werden weiterhin die Conway-Abkiirzungen:
2§, =-a*+b*+c?, 28,=a*-b>+c?, 2S.=a*+b*—c?,
sowie $?=S8,S, + 8,5, +5.5,.
Als Parameter sei der Abstand x des Mittelpunktes von der
Geraden AB gewihlt. Dann haben die Kreise des Biischels die
Mittelpunkte
M(cS+28S,p:¢S+28 ,u:-2c*p)
und die Gleichungen
cS(e*xy+8S,yz+ 8 ,z2x = 8.22) =28 z(x+y+z)u=0.

(D) Die Polaren von P(0:0:1) bzgl. der Kreise des Biischels
haben die Gleichungen:



(cS, =285u)x+(cSy; =285u)y —2(cS, +2851)z=0
und schneiden sich im Punkt
0Qa*:-2b*:b*>—-a?).

(2) Die T-Schnitte der Polaren mit den Kreisen ergeben nach
Elimination des Parameters eine Ortslinie mit der Gleichung
(c*y?+ b2z x + (a*2> + c*x?)y + 2c2xyz = 0.

Diese Kurve dritter Ordnung ist isogonal invariant, d.h. invariant
bei der Abbildung
(x:y:z) > (@*yz:b*zx:c*xy);

hat aber keinen Pivot-Punkt, auch wenn der gemeinsame Schnitt
QO der Polaren auf der Kurve liegt. Die Kurve kann aber als
,hon-pivotal isogonal circular cubic* [2] angesprochen werden.
Dazu sei angemerkt, dass FuBpunktkreise der Kurvenpunkte die
Gerade 4B senkrecht schneiden, d.h. ihre Mittelpunkte auf 4B
haben.

(3)  Die Verbindungsgeraden PM mit den Gleichungen
(eS+28 1)x—(cS+2S,1)y=0
liefern fiir die S-Schnitte nach Elimination des Parameters eine
Ortslinie mit der Gleichung
S,(b*z> = c*yH)x+ S (c*x* —a*z?)y —cX(a*y* - b*x*)z =0




Auch diese Kurve dritter Ordnung ist isogonal invariant. Dabei
verlaufen die Verbindungsgeraden isogonaler Kurvenpunkte
senkrecht zu AB. Damit handelt es sich um eine ,,pivotal
isogonal circular cubic* [2], d.h. eine Zirkularkurve des
Dreiecks ABP mit dem Pivot-Punkt im Fernpunkt
F(S,:S,:-2c?) der Senkrechten zu 4B.

(4)  Spiegelt man den Punkt P an den Kreisen des Biischels,
so erhélt man die Punkte

P°(2(cSy +28u)(eS + 2S5, 1)
:2(eSe +28u)(eS + 28, 1)
'S — 43S - A2 Sp?) .
Die Ortslinie dieser Punkte ist ein Kreis mit der Gleichung
(S2+ 8 ,)x*—=(S*+ 5;)y*—2a>S ,yz+2b*Syzx =0.

e I
Der Mittelpunkt dieses Kreises (a?:—b?:0) ist auch Mittelpunkt
der Strecke PQ und teilt die Strecke 4B im Verhiltnis —b?/a?.
Der Ortskreis schneidet alle Kreise des Biischels orthogonal, so
dass A4 an diesem Kreis gespiegelt B ergibt. Es sei angemerkt,
dass die Inversion mit Zentrum P, die 4 und B vertauscht, die
Mittelsenkrechte von 4B auf diesen Ortskreis abbildet.

Hyperbolische Kreisbiischel

Betrachtet werden jetzt Kreise, zu denen zwei feste Punkte 4
und B spiegelbildlich liegen. Thre Mitten liegen auf 4B und ihre
Schnitte mit 4B sind mit 4 und B in harmonischer Lage. Die
Kreise dieses Biischels schneiden die Kreise des zugehdrigen
elliptischen Biischels orthogonal. Gearbeitet wird weiterhin mit
baryzentrischen Koordinaten zum Bezugsdreieck ABP.

Teilt ein Mittelpunkt N die Strecke 4B im Verhiltnis 7, so hat er
die Koordinaten N(1:7:0) und der zugehdrige Inversionskreis
die Gleichung

b2z2+c?y*+ 28 ,yz+ (a*z* + c*x* + 2S,zx)t = 0.

(1)  Die Polaren von P bzgl. der Kreise dieses Biischels
haben die Gleichungen

S,x+S,y+(b*+a’t)z=0.
Sie schneiden sich in dem Punkt



R(@*S,:bS,:5,S,).

2) Ihre T-Schnitte liegen auf der Zirkularkurve der S-
Schnitte des elliptischen Biischels.

3) Die Verbindungsgeraden PN mit den Gleichungen
o —y =0 liefern S-Schnitte auf der Ortslinie der T-Schnitte zu

dem elliptischen Biischel.

4) Spiegelt man den Punkt P an den Kreisen des
hyperbolischen Biischels, so erhilt man die Punkte
P°(b*+ a?t : (b* + a*r)r : —c*1),
deren Ortslinie wiederum ein Kreis ist mit der Gleichung
a?yz+b?zx+c?xy=0.
Dieser Kreis ist der Umkreis von ABP, auf dem auch der Punkt
R diametral zu P liegt.

Zusammenfassend liegen die T-Schnitte des elliptischen
Biischels und die S-Schnitte des orthogonalen hyperbolischen
Biischels auf der gleichen Kurve, entsprechend die S-Schnitte
des elliptischen und die T-Schnitte des hyperbolischen Biischels.



Kegelschnitte mit gleichen Brennpunkten

Die Thematik dieser Ausarbeitung kann in verschiedenster
Weise erweitert werden. Z.B. kann die Mittelpunktsgerade
durch einen Kreis ersetzt werden oder — wie hier abschlielend —,
Kreisbiischel durch Kegelschnittsbiischel ersetzt werden.
Betrachtet man die orthogonalen Biischel von Ellipsen und
Hyperbeln mit gleichen Brennpunkten 4 und B sowie einen
festen Punkt P, so erhalten die Kegelschnitte die Gleichungen

(¢ =x)(c*(x = y) —K*(x+ y))

+z22((a=bP —x»)((a+ by —«k?)

+2z(c* -k (x(a®> - b*-x?)— y(a®* - b*+ k%)) =0,
wenn der Parameter x die Summe bzw. die Differenz der
Abstdnde zu den Brennpunkten bezeichnet. Die Polaren von P
schneiden dann diese brennpunktsgleichen Kegelschnitte auf
einer Ortslinie mit der Gleichung
2xp(S x = S,y)—z(a?y* - b*x*)=0.

Diese Kurve dritter Ordnung ist das isogonale Bild des
Apollonius-Kreises zu AB bzgl. ABP, denn dieser Kreis hat die
Gleichung
cXa*y*—b*x*)+2z(a>S ,y —b*Syx) =0.

Dariiber hinaus kann die Kurve auch als Strophoide
angesprochen werden mit der Seitenhalbierenden von AB als
erzeugender Geraden, dem Knoten P auf dieser Geraden und
dem Pol (a*:5*:2S.) im isogonalen Bild des Schnitts

(28 :28. : c?) von Seitenhalbierender und Apollonius-Kreis.

Literatur

[1] E. H. Lockwood: A Book of Curves. — Cambridge at the
University Press 1961.

[2] J.-P. Ehrmann and B.Gibert: Special Isocubics in the
Triangle Plane. — http://perso.wanadoo.fr/bernard.gibert.

Eckart Schmidt - Holstenstrale 42 - D 24223 Raisdorf
http://eckartschmidt.de
eckart_schmidt@t-online.de



	Pol-Polaren-Ortslinien
	Strophoiden
	Parabolische Kreisbüschel



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


