Simson-Geraden eines Kreisvierecks
Eckart Schmidt

Die FuBpunktdreiecke von Umkreispunkten eines
Dreiecks entarten bekanntlich kollinear auf der
Simson- (oder Wallace-) Geraden (z.B. [1], [2]).
Hier wird die entsprechende Fragestellung fur
Kreisvierecke untersucht. Neben Eigenschaften der
FulRpunktvierecke von Umkreispunkten wird auch
eine Simson-Gerade fur Kreisvierecke angeboten.

1. FuRpunktdreiecke
Lotet man von einem Punkt P der Dreiecksebene auf die

Seitengeraden des Dreiecks ABC, so erhdlt man das
FuBpunktdreieck A'B"C” des Punktes P.
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Vom Punkt P ist der Blickwinkel zu den Seiten die Summe der
entsprechenden Innenwinkel von ABC und A'B'C".

Satz 1. FuUr die Innenwinkel des FuBpunktdreiecks A'B'C’
von P bzgl. ABC gilt

/A'CB'=ZAPB - ZACB, ...

Beweis: Die Vierecke AC'PB” und C'BA’P sind offensichtlich
Kreisvierecke. Die Umfangswinkel ZAPC" und ZAB'C" (ber
AC” sind gleich groB, entsprechend ~C'PB und ZC'AB
Uber C'B. lhre Summe ergibt ZAPB. Aus der Winkelbilanz im
Viereck B"C"A’C ergibt sich dann zwanglos die Behauptung.

Liegt P auf dem Umkreis, so ist die Winkeldifferenz
ZAPB — ZACB = ZA'C'B’ Null oder 180°, d.h. A", B", C” sind
kollinear auf der sogenannten Simson-Geraden des Punktes P
bzgl. ABC. Diametrale Punkte des Umkreises haben orthogonale
Simson-Geraden, die sich auf dem Neun-Punkte-Kreis des



Dreiecks schneiden. Der Umkreispunkt P ist isogonal-konjugiert
zum Fernpunkt der Simson-Geraden seines diametralen Partners.
Durchlauft P den Umkreis, so ist die Einhillende der Simson-
Geraden eine dreispitzige Hypozykloide (Steiner-Kurve [3]).
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2. FuRpunktvierecke

Betrachtet man ein Viereck ABCD mit den Seitengeraden a =
AB, b =BC, ¢ =CD, d = DA und lotet von einem Punkt P auf a,
b, ¢, d, so erhdlt man das Fuf3punktviereck A'B°C’'D". Der
Diagonalenschnitt sei E und die Gegenseiten AB und CD
schneiden sich in F und BC und DA in G.

Punkt

Satz 2.Das Ful3punktviereck entartet fiir den Steiner-Punkt
des Vierseits abcd kollinear.

Beweis: Damit das Fuf3punktviereck kollinear entartet, mussen
die Simson-Geraden von P bzgl. der Dreiecke ABG, BCF, CDG,
DAF zusammenfallen. Dazu muss P auf den Umkreisen dieser
Dreiecke liegen, die sich bekanntlich im Steiner-Punkt des
Vierseits abcd schneiden [4].

Spiegelt man den Steiner-Punkt an den Geraden des Vierseits, so
erhalt man eine Parallele zur FuBpunktgeraden, auf der auch die
Hohenschnitte der Teildreiseite liegen [4].
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Tangentialpunkt eines Vierecks der Hinweis, dass fur diesen
Punkt das FuBpunktviereck punktsymmetrisch, d.h. zu einem
Parallelogramm entartet. Diesen geometrisch interessanten
Viereckspunkt findet man konstruktiv z.B. im zweiten Schnitt
der Kreise durch den Steiner-Punkt und ein Gegeneckenpaar des
Vierecks. Fur ein Kreisviereck fallt der Tangentialpunkt in den
Mittelpunkt und das FulRpunktviereck ist das Varignon-
Parallelogramm der Seitenmitten.

3. FuRpunktvierecke zu Umkreispunkten

Jetzt sei ABCD ein Kreisviereck und P ein Umkreispunkt mit
dem FuBpunktviereck A'B"C'D".
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Satz 3.Die Gegenseiten A'B” und C'D” des Ful3punktvierecks
eines Umkreispunktes P bzgl. ABCD schneiden sich
im Ful3punkt des Lotes von P auf AC; entsprechend
schneiden sich B'C” und D"A” im FuBpunkt des Lotes
von P auf BD.

Beweis: A'B’ ist die Simson-Gerade von P bzgl. ABC und C'D’
ist die Simson-Gerade von P bzgl. ACD; diese Geraden
schneiden sich offensichtlich im Lot von P auf die gemeinsame
Seitengerade AC. - Die Schnittpunkte der Gegenseiten von
A’B’C’D’ seien entsprechend mit F* und G” bezeichnet.



Satz 4. Ein Umkreispunkt des Kreisvierecks ist gleichzeitig
Steiner-Punkt seines Ful3punktvierecks.

Beweis: Der Steiner-Punkt des Vierseits a’b’c’d” liegt im
Schnittpunkt der Umkreise von A'F'D", B'G'A", C'F'B" und
D'G’C’, die Thales-Kreise tber AP, BP, CP und DP sind und
den gemeinsamen Punkt P haben.

Satz 5. Die Schnittwinkel entsprechender Seitengeraden von
FuBpunktvierecken zu Umkreispunkten sind gleich
grof.

Beweis: Wendet man die Winkelbeziehung fir FuBpunktdreiecke
z.B. auf das Dreieck ABG an, so gilt

ZAPB - ZAGB = Z/B'A'D".
Fur Umkreispunkte P sind die Schnittwinkel Z(AP,PB) gleich

grol. Das WinkelmaRl von ZAGB ist unabhdngig von P. Somit
sind die Schnittwinkel Z(B"A,A'D") flr alle Punkte P des

Umkreises gleich groR.

4, Simson-Geraden zu Kreisvierecken
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Fur einen Umkreispunkt P eines Kreisvierecks kann das
FulRpunktviereck nicht kollinear entarten. Betrachtet man aber zu
einem Umkreispunkt P und seinem FuBpunktviereck A'B"C'D’



erneut das Fulpunktviereck A”"B”C'D"", so liegen A", B,
C”", D" auf einer Geraden.

Satz 6.(Simson-Gerade) Das zweite FuRpunktviereck eines
Umkreispunktes entartet kollinear.

Beweis: Wie oben gezeigt ist ein Umkreispunkt Steiner-Punkt
seines FuBpunktvierecks und das FuBpunktviereck des Steiner-
Punktes entartet kollinear.

Dieser Zusammenhang l&sst sich zur Simson-Gerade eines Kreis-
n-Ecks verallgemeinern: Fir ein Kreis-n-Eck entartet das (n-2)te
FuBpunkt-n-Eck eines Umkreispunktes kollinear. Der Beweis
erfolgt zwanglos durch vollstandige Induktion.

5. Analytische Behandlung

Fur eine analytische Behandlung stellt sich die Frage nach einem
geeigneten  Koordinatensystem. Es  liegt nahe, den
Koordinatenursprung in den Mittelpunkt des Umkreises zu legen.
Die Richtungen der Koordinatenachsen seien parallel zu den
orthogonalen Bogenmittendiagonalen des Vierecks.

Das Kreisviereck sei gekennzeichnet durch die halben
Schnittwinkel der Gegenseiten und den halben Schnittwinkel der
Diagonalen:
Z(AB,CD)=a-p=2{, Z(BC,DA)=a+ p=2¢,
Z(AC,BD)=2¢p.



Bezeichnet man den Umkreisradius mit R, so gewinnt man
folgende Koordinatendarstellung:

A(-R-cos(f - —p)i-R-sin(f - —9)),
B(+R-cos(& + ¢ —@);—R -sin(& + ¢ — ),
C(-R-cos(é-<¢ +@);+R-sin(E =< + @),
D(+R-cos(& + ¢ + @);+R-sin(E + & + ) .
Damit ergibt sich der Diagonalenschnitt
E(_Rsmésm;;Rcos;cos;)
cos¢@ sing

und der Schwerpunkt
S(—=Rcosgsinésind;Rsingcosécoss .
Wéhlt man jetzt einen Umkreispunkt
P(R-cosk;R-sink),
so ergeben sich die FuBpunkte auf den Seitengeraden zu
A'(R(cos¢ cos(¢ + ) —sing sin(& — ¢));
—R(sing cos(¢ + x) + cos¢sin(E —))),
B'(R(cos&cos(& + k) —sin&sin( — ¢));
—R(sin&cos(& + k) +cosésin(S — @),
C'(R(cos¢ cos(¢ —«) —singsin(& + ¢));
R(sing cos(¢ — k) + cosgsin(é + @))),
D'(R(cos&cos(& — k) —sinésin(¢ + @));
R(sin&cos(é — k) +cos&sin(d + @))).
In Ergédnzung zu Satz 5 seien auch die Schnittwinkel der
Seitengeraden des FulRpunktvierecks angegeben:
Z(@,d)Y=+&+9p—-90°; Z(b',a") =—c—p+90°;
Z(c'\b)==,+9—-90°; £(d",¢")=+c—p+90°.
Fur das zweite FulRpunktviereck erhalt man z.B.

A"(g(z cosk — (cos(& — &) +cos(x + @))(cose — cos(kx + & +C));

g(ZsinK + (cos(& - &) +cos(x + @))(sing —sin(x + & +4)))

sowie durch Vorzeichenwechsel bei ¢ und Ersetzen von ¢ durch
180°-¢ den Punkt B”". Diese Punkte bestimmen die Simson-
Gerade mit der Gleichung:
y =cotx-X
R
2sink

Damit ergibt sich fiir einen Umkreispunkt mit dem Argument k
eine Simson-Gerade mit dem Anstiegswinkel 90°-kx. Unabhangig
vom Koordinatensystem gilt also:

(2cos2x + (cos(& + &) — cos(x — ¢))(cos(& — &) + cos(x + @))) -

Satz 7. Zu zwei Umkreispunkten eines Kreisvierecks
ist der Schnittwinkel ihrer Simson-Geraden der
negative Mittelpunktswinkel. Diametrale

Umkreispunkte haben daher parallele Simson-
Geraden.



Fur zwei Paare diametraler Umkreispunkte fallen die parallelen
Simson-Geraden zusammen. Dazu missen die absoluten Glieder
der obigen Geradengleichung fir k und k+180° tbereinstimmen.
Dies ist der Fall fir

cos2x =k mit k :%(c052¢—c052§—c052§).

Die zugehorigen Simson-Geraden schneiden sich im
Schwerpunkt und haben die Steigungen

J1+k

1-k

Die Besonderheit dieser beiden Simson-Geraden durch den
Schwerpunkt liegt geometrisch darin, dass sie aus den anderen
Simson-Geraden Strecken konstanter Lange ausschneiden. Damit
erweist sich die Einhlllende der Simson-Geraden als eine
Astroiden-Variante.

+

Satz 8. Die Simson-Geraden durch den Schwerpunkt
eines Kreisvierecks schneiden aus den anderen
Simson-Geraden gleichlange Strecken aus der Lénge

37R\/1— k? mit k =%(COSZ(/)—COSZ§ ~c0s2¢).

Fur ein Quadrat gilt k = 0. Die FuBpunktvierecke von
Umkreispunkten sind orthozentrisch. Strecken der L&nge gR
zwischen den Quadratdiagonalen hillen eine Astroide ein. Der

feste duRere Kreis hat einen Radius von gR und der Rollkreis

einen Radius von gR. Diese Astroide ist die Einhillende der

Simson-Geraden eines Quadrats.



Allgemein erhdlt man als Einhillende der Simson-Geraden eine
Astroiden-Variante, punktsymmetrisch zum  Schwerpunkt.
Symmetrieachsen verlaufen parallel zu den
Bogenmittendiagonalen des Kreisvierecks. Die Spitzen liegen

auf einem Kreis um den Schwerpunkt mit dem Radius gR und
die Scheitelabstande vom Schwerpunkt erganzen sich ebenfalls

Zu ER.
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6. Sigma-Zahl und Tangentialpunkte
der FulRpunktvierecke

Die Sigma-Zahl wird von Stark [6] als geometrisch relevante
merkwirdige Zahl des Vierecks in vielerlei Bezug behandelt.
Sind Ua, Ug, Uc, Cp die Umkreismitten der Teildreiecke BCD,
CDA, DAB, ABC, so ist das Flachenverhdltnis der Dreiecke
UxUyUz und XYZ unabhangig von der Wahl X, Y, Z. Dieses
Verhaltnis orientierter Flacheninhalte wird als Sigma-Zahl des
Vierecks definiert. Die Sigma-Zahl eines Vierecks ist nur von
den Schnittwinkeln der Seitengeraden des Vierecks abhangig:

o= %(cot A+ cotC)(cotB +cotD) .

Fur ein Kreisviereck ist die Sigma-Zahl Null. Nach Satz 5 sind
aber alle FuBpunktvierecke von Umkreispunkten in den
Schnittwinkeln entsprechender Seitengeraden gleich und haben
somit die gleiche Sigma-Zahl. Diese lasst sich durch die
Schnittwinkel der Gegenseitengeraden und der Diagonalen des
Kreisvierecks sehr tbersichtlich darstellen.

Satz 8. FuRpunktvierecke zu Umkreispunkten haben
die gleiche Sigma-Zahl

~ sin®(2¢)
(COS2¢ +C0S2() - (COS2¢ + COS 2E) |




Stark arbeitet in einem anderen Koordinatensystem: Zu einem
nicht entarteten Viereck gibt es immer eine rechtwinklige
Umhyperbel, die fir nicht-orthozentrische Vierecke eindeutig
bestimmt ist. Wahlt man die Asymptoten dieser Hyperbel als
Achsen eines kartesischen Koordinatensystems, so ist bei nicht
orthogonalen Diagonalen folgende Koordinatendarstellung
maoglich:

A@Y) . BB, ced), bty .
a b C d

Kreisviereck
\‘ mit abcd=1

7 B(bl/b)

Fur ein Kreisviereck liegt der Ursprung in der am Schwerpunkt
S(Xs)ys)  gespiegelten  Umkreismitte ~ M(2xs;2ys).  Die
Koordinatenachsen sind parallel zu den Symmetrieachsen der
Bogenmittendiagonalen. Der Vorteil dieses Koordinatensystems
liegt darin, dass sich die Eigenschaft eines Kreisvierecks leicht
in der Form
abcd =1
berticksichtigen l&sst. Der Umkreis hat die Gleichung
(x=2x%)* +(y-2y,)* =R’

mit R:%\/(ab+cd)(bc+da)(ac+bd) :

Fur einen Umkreispunkt P(u;v) ergeben sich die Ecken des
FulRpunktvierecks zu

,a+b+a’’u—abv_a’b+ab*—abu+v

A( 212 ! 212 )
1+a‘b 1+a‘b
sowie B, C’, D" durch zyklische Vertauschung. Die Ecken des
zweiten FulRpunktvierecks haben recht aufwendige Koordinaten,
die aber dennoch eine uberschaubare Gleichung fur die Simson-
Gerade liefern:
2X(V—2Y,)+2y(u—2x,) +4uy, +4vx, —3uv =1,
Auch  die  Sigma-Zahl der  Fullpunktvierecke  von
Umkreispunkten l&sst sich noch Gbersichtlich darstellen:
_ (ab+cd)(bc+da)(ac —bd)?

Aa—b)(b—c)(c—d)d—-a)

Ebenfalls bei Stark [5] findet sich der Tangentialpunkt als
merkwardiger Viereckspunkt. Die Bezeichnung wird erst vor
dem Hintergrund einer Zirkularkurve des Vierecks verstandlich.
Eine konstruktive Kennzeichnung wurde schon angesprochen:



Der Tangentialpunkt ist der zweite Schnittpunkt der Kreise durch
den Steiner-Punkt und zwei Gegenecken des Vierecks.
In dem von Stark gewahlten Koordinatensystem hat der
Tangentialpunkt T eines Vierecks ABCD eine einfache
Darstellung:

T( 4x ;4abcdys).

1+abcd 1+ abcd

Fur ein Kreisviereck fallt der Tangentialpunkt in die
Umkreismitte, fur ein orthozentrisches Viereck existiert er nicht.
Der Tangentialpunkt des FuBpunktvierecks eines
Umkreispunktes errechnet sich zu

1 1
T (g(qzu — pqv + 2pr;§(— pau + pv +2qr))

mit p=a—-b+c-d , g=abc-bcd +cda—dab, r=ac-hd,
s=(ab+cd)(bc+da)(ac+bd)—-4(ab+bc+cd +da—ac—hd).

Tangential-
punkt

Der rechnerische Aufwand lohnt sich, um nachzuweisen, dass
die Tangentialpunkte der FulRpunktvierecke auf einer Geraden
liegen mit der Gleichung

px+qy—2r=0.

Satz 9. Die Tangentialpunkte der Ful3punktvierecke
von Umkreispunkten liegen auf der Polaren des
Diagonalenschnitts des Kreisvierecks.

Beweis: Die Gleichung der Polaren des Diagonalenschnitts
E(X.;Y.)= E(H;B) bzgl. des Umkreises lautet
rr
(Xe - 2XS)(X_ 2Xs) + (ye - 2ys)(y_ 2ys) = R2
und ist offensichtlich mit der obigen Gleichung &quivalent. Die

Polare des Diagonalenschnitts ist die Verbindungsgerade der
Schnittpunkte der Gegenseitenpaare.

6. Weitere Ortslinien

Neben den Tangentialpunkten lohnt auch eine Untersuchung der
Schwerpunkte der Ful3punktvierecke von Umkreispunkten. Die



Berechnungen  erfolgen  wieder im  winkelbezogenen
Koordinatensystem.
Die Schwerpunkte

S’(%(cow(cos% c0s® &) —2cospsinésing),

g(sin Kx(sin® & +sin” <) + 2sinpcos & cos )

der FulRpunktvierecke erzeugen eine Ellipse mit der Gleichung

(X_Xs)2 + (y_ys)2 =1.

R? R?
T(cos2 E+c0s*)° 7(sin2 E+sin® )’

Das Zentrum liegt im Schwerpunkt S von ABCD, die Achsen
verlaufen parallel zu den Bogenmittendiagonalen.

Lotet man von den Schwerpunkten der FuBpunktvierecke auf die
zugehdrigen Simson-Geraden, erhalt man die
Verbindungsgeraden der Diagonalenmitten. Diese
Diagonalenmitten-Geraden mit den Gleichungen
X-SiNk + Y- COSk
= R(sinx cosx —sin x'sin £sin{ coS ¢ + COSx COS& COS S Sin @)

hillen eine S-zentrierte Astroide ein mit dem Umkreisradius R.
Zur Begriindung: Die Achsen der Schwerpunktsellipse schneiden
aus diesen Geraden immer eine Strecke der L&nge R aus. Diese
Astroide berthrt die Schwerpunktsellipse fur

C0S2K = %(cos 2 4+€0520).

Satz 10. Die Schwerpunkte der FuBpunktvierecke zu
Umkreispunkten liegen auf einer Ellipse. Lotet man
von den Schwerpunkten auf die zugehdrigen Simson-
Geraden, so hillen die Lotgeraden eine Astroide ein,
die die Schwerpunktsellipse symmetriegetreu beruhrt.

AbschlieBend sei eine weitere Ortslinie zur Berechnung
freigegeben:  Spiegelt man im  Fullpunktviereck eines
Umkreispunkts das Zentrum O” der rechtwinkligen Umhyperbel
am Schwerpunkt S°, so liegt der Spiegelpunkt Q im FulRpunkt



des Lotes vom Umkreispunkt P auf die Diagonalenmitten-Gerade
E; E, des Kreisvierecks.
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