Permutierte Winkelkoordinaten
Eckart Schmidt

Permutiert man die Winkelkoordinaten eines
Punktes bzgl. eines Dreiecks, so erhalt man sechs
Punkte, deren isogonale Bilder auf einem Kreis
liegen, dessen Mitte ein Punkt der Brocard-Achse
ist [Sta]. Dieser Zusammenhang wird hier
verallgemeinert. — Gearbeitet wird eingangs in
Winkelkoordinaten, dann in baryzentrischen

Koordinaten.

I\I | Punkie nil permutierten
| o Winkelkoordinaten wnd

Winkelkoordinaten

Die Winkelkoordinaten eines Punktes P bzgl. eines Dreiecks
ABC sind die folgenden orientierten Winkel modulo 180°:
¢, =/BPC, ¢,=ZCPA, ¢,=/APB .

Einige Beispiele:

Fermat-Punkt (120°,120°,120°),
Hohenschnitt H(-a,—p—y),
Umkreismitte O(2a,23,2y),

Inkreismitte I(90°+%,90°+§,90°+g),

Brocard-Punkte Q(—y,—a,—p)und Q'(-4,—y,—a),
isodynamische Punkte  (a£60°, f+60° £60°).
Auch einige Abbildungen lassen sich einfach mit
Winkelkoordinaten beschreiben:
Isogonale Konjugation
Plo,o,0) — P*a—,B8-90,.7—0),
Spiegelung am Umkreis
Ple,o,0) — P°Qa-¢.28-¢,2y—¢,),
Spiegelungen an den Apollonius-Kreisen



Plo,o,,0) — P(o,B-y+e,y—B+9,),
Plo, o, 05) — Pﬂ(a_7+¢3:¢2’7_a+¢1)a

Plew@,p) — Plla-f+e,f-a+e,e,).
Die Winkelkoordinaten eines Punktes P haben einen einfachen
Bezug zu den Innenwinkeln o, £, ¥ des FuBpunktdreiecks:
a=¢p-a, p=¢,-p, y'=@e;—y mod 180°.
Dies sind die negativen Winkelkoordinaten des isogonalen
Bildpunktes P*.

Zu einem Punkt P(¢,,®,,¢;) seien nun die zugehdrigen Punkte
P« (@, ¢, ¢,) mit permutierten Winkelkoordinaten betrachtet:
Die folgende Abbildungskette
Plen.o,0) — P*(a-o,B-90,7—¢,)
- P*(a-o,B—¢sr—9,)

—> P** (o, 05,0,)=Ra,
liefert z.B. einen Punkt mit permutierten Winkelkoordinaten.

Die isogonalern
Bilder der Punkte
Wit permudiesten

Tp231*
\/P3zz*

P1r32*
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Satz1l. Spiegelt man das isogonale Bild eines
Punktes P iteriert an den Apollonius-Kreisen, so
haben die isogonalen Bilder dieser Spiegelpunkte
permutierte Winkelkoordinaten von P.

Genauer aufgelistet:
P*“*=Ps, P = Py, P**=PF,,
pP*afx _ p*Pri_ prrax_ P231’ p*Aax _ pxark _ p*xrfs_ P312'
Dabei gilt fir die Spiegelungen an den Apollonius-Kreisen
afy =ypa=p, pra=ayf=y, raf=pay=a,
so dass die isogonalen Bilder von B;, paarweise symmetrisch
zu den Apollonius-Kreisen liegen:
P =Ra™ = P321*ﬁ =P,
Poar™ = H.32*ﬁ =P ™ =P,

* _ *7 _ * __ *f
P312 - P132 - F)321 - P213 '



Satz 2. Die isogonalen Bilder von Punkten mit
permutierten  Winkelkoordinaten  bilden  zwei
Dreiecke

A =R * PR, * und A" = Py P ™ Py ™,
die symmetrisch zu den Apollonius-Kreisen liegen.

Baryzentrische Koordinaten

Fur die weitere analytische Behandlung werden baryzentrische
Koordinaten benutzt. Ein Punkt P mit den Winkelkoordinaten

@, @,, @, hat die baryzentrischen Koordinaten
1 _ 1 _ 1
cotg, —cota Cot g, —cot B cot ¢, —cot ¥
1 _ 1 _ 1
(Scotgol—SA "Scotep, S, Scot¢3—SC)'
Dabei bezeichnen «, f, y hier die Innenwinkel des

Bezugsdreiecks ABC mit den Seitenldngen a, b, c. Weiterhin
werden die Conway-Abkirzungen benutzt:

2S,=-a*+b’+c*=2Scotq,...
2S, =a’+b’+c*=2Scotw (e Brocard—Winkel)
und S =./S,Sg +SgSc +ScS, =2A.
Die zu P gehorigen Punkte B, mit den permutierten

Winkelkoordinaten ¢,, ¢;, ¢, haben die isogonalen Bilder
P *(@%(S, —Scoty):b2(S; —Scote;):c4(S; —Scoty,)).
Die beiden Dreiecke
A =R Py R, * und A" = Py P ™ Pyt ™
liegen nicht nur symmetrisch zu den Apollonius-Kreisen,
sondern haben auch einen gemeinsamen Umkreis.

Satz 3. Die isogonalen Bilder von Punkten mit
permutierten Winkelkoordinaten liegen auf einem
Kreis, der die Apollonius-Kreise orthogonal schneidet
und seinen Mittelpunkt auf der Brocard-Achse hat
(Schoute-Kreis).

Dieser Kreis hat die Gleichung
(const—S,)a?yz + (const — S )b?zx + (const — S )c2xy
_bZCZXZ _CZaZyZ — a2b222 — O
und den Mittelpunkt
Z(a?(const- S, +S2):b2(const- S; + S2):c?(const- S;. +S?))
und den Radius
abc+/const2 — 352
2S(const + Sw)
mit const =—(cot ¢, + cot ¢, +cot ¢,)S .




Gibt man dem Punkt P die baryzentrischen Koordinaten u, v, w,

dann ist diese Konstante

a2v2w2 4+ b2w2u2 + c2uv2 + uvwW(S ,U + SV + S W)
UVW(U +V + W) '

const =

Da die beiden Dreiecke A~ und A" nach Satz 3 symmetrisch zu
den Apollonius-Kreisen liegen, schneidet ihr gemeinsamer
Umkreis die Apollonius-Kreise orthogonal, so dass der
Mittelpunkt auf der Verbindungsgeraden der Schnittpunkte der
Apollonius-Kreise, d.h. auf der Verbindungsgeraden der
isodynamischen Punkte liegt. Dies ist die Brocard-Achse durch
Umkreismitte O und Lemoine-Punkt L.

Es sei erganzt, dass die beiden Dreiecke A” und A" nicht nur
die gleiche Umkreismitte haben, sondern auch den gleichen
Lemoine-Punkt sowie die gleichen Brocard-Punkte. Mit dem
Ausgangsdreieck ABC stimmen sie nicht nur in der Brocard-
Achse sondern auch in den isodynamischen Punkten Uberein.
Die Apollonius-Kreise gehdéren zu einem elliptischen
Kreisbischel; der thematisierte Kreis gehdrt mit dem Umkreis
und dem Brocard-Kreis des Dreiecks zum zugehdrigen
hyperbolischen Kreisbuschel, das orthogonal zum erstgenannten
ist. Kreise dieses Biuschels werden als Schoute-Kreise
bezeichnet [Enz;1217]. Punkte eines Schoute-Kreises haben
FuBpunktdreiecke mit gleichem Brocard-Winkel. Fir den
Brocard-Winkel der FufRpunktdreiecke zu Punkten des
thematisierten Kreises gilt

const
cot w'=—(cot ¢, +Cot @, +CoOt@,) = :

Die FuBpunktdreiecke der Punkte PB; * sind nicht nur
,gleichbrocardich®, sondern auch gleich- oder gegensinnig

ahnlich, je nachdem es sich um Ecken von A" oder A" handelt;
die Innenwinkel sind —¢,, —¢;, —¢p, mod 180°.

. Par

Ahnliche Fufipunktdreiecke der
Bildesr von Punkten mit
permutierten Winkelkoordinaten




Satz 4. Die Fullpunktdreiecke der isogonalen
Bilder von Punkten mit permutierten Winkel-
koordinaten sind &hnlich mit den negativen
Winkelkoordinaten (mod 180°) als Innenwinkeln.

Bringt man noch den Brocard-Winkel o des Bezugsdreiecks mit
a2+b2+c?

2S
ins Spiel, so lasst sich festhalten, dass die Mitte Z des
thematisierten Kreises den Brocard-Durchmesser OL im
Verhaltnis cot w/cot o' teilt.

cotw=cota +cot f+coty =

Schoute-Kreise

Plplp2,93)
Q(—pl,—¢2,—9¢3)

AbschlieBend sei zu einem Punkt P mit den Winkelkoordinaten
o1, @, @3 der Punkt Q mit den negativen Winkelkoordinaten
betrachtet. Man erhalt diesen Punkt Q =P *°*, indem man das

isogonale Bild von P am Umkreis spiegelt und wieder isogonal
abbildet. Permutiert man die Winkelkoordinaten von Q und
bildet isogonal ab, so erhdlt man sechs Punkte auf einem
zweiten Schoute-Kreis, die man auch durch iteriertes Spiegeln
von Q* an den Apollonius-Kreisen oder durch Spiegelung der
entsprechenden Punkte fir P am Umkreis findet. Damit ist der
zweite Schoute-Kreis die Spiegelung des ersten am Umkreis.
Die Fulpunktdreiecke der sechs Punkte auf dem zweiten
Schoute-Kreis  sind  gegensinnig  ahnlich  zu  den
Fullpunktdreiecken der sechs Punkte auf dem ersten Schoute-
Kreis.

ABC-ahnliche FuBpunktdreiecke

Legt man den Punkt P in den H6henschnitt

1.1.1
505 s



mit  den negativen Innenwinkeln -a,—f,—y als
Winkelkoordinaten, dann erhédlt man durch Permutation der
Winkelkoordinaten z.B. die Brocard-Punkte

Qi) wd ().
Das isogonale Blld des Hohenschnitts ist die Umkreismitte

O(a?S, :b2S; :c2S..)

und die Brocard-Punkte sind zueinander isogonal. Damit ist der
zugehorige  Schoute-Kreis der Brocard-Kreis mit dem
Durchmesser OL und der Gleichung

b2c2x2+c2a2y? +a2b2z2—a'yz —b*zx—c*xy =0.
Zu den sechs Punkten H;;, * auf diesem Kreis gehdren neben

der Umkreismitte O und den beiden Brocard-Punkten die Ecken
des zweiten Brocard-Dreiecks, die man durch Spiegelung der
Umkreismitte O an den Apollonius-Kreisen erhélt:

0%(2S, :b?:¢c?), Oﬂ(aZ:ZSB:cz), O’ (az:b2:2S.).
Punkte mit den Winkelkoordinaten

(a’ ﬂ’ 7/)’ (a’ %ﬁ)’ (ﬂ’ a’ 7/)’ (%ﬂ’ c()

existieren nicht, wohl aber Punkte zu den Winkelkoordinaten

Coyowe L1 1
(ﬁ,}/,a). Q (az_bz'bz_cz'cz_az !

o 1 1 1

(e f): Q).
Dies sind die isogonalen Bilder der Spiegelungen der Brocard-
Punkte am Umkreis, d.h. die isogonalen Bilder dieser Punkte
sind die Spiegelungen der Brocard-Punkte am Umkreis. Sie
liegen auf der Tripolaren des Lemoine-Punktes (Lemoine-
Gerade), die als Spiegelung des Brocard-Kreises am Umkreis als
zweiter Schoute-Kreis angesprochen werden kann. Spiegelt man
noch die Punkte O% O’ O des ersten Schoute-Kreises am
Umkreis, so ergeben sich die Mitten der Apollonius-Kreise auf
der Lemoine-Geraden. Damit erhdlt man elf Punkte, deren
FuBpunktdreiecke dem Bezugsdreieck ABC gleich- oder
gegensinnig &hnlich sind.

s
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Satz 5. Auf dem Brocard-Kreis liegen sechs
Punkte mit ABC-ahnlichen FuRpunktdreiecken: Die
Umkreismitte und die Brocard-Punkte sowie die
Ecken des zweiten Brocard-Dreiecks [Joh;494].

Auf der Lemoine-Geraden liegen funf Punkte mit
ABC-ahnlichen FuBpunktdreiecken: Die Mitten der
Apollonius-Kreise und die am Umkreis gespiegelten
Brocard-Punkte [Joh;495].

Gleiche Winkelkoordinaten

Punkte, deren Winkelkoordinaten alle 120° bzw. 60° messen,
sind die isogonen Punkte

( 1 ) 1 ) 1 )

J3S,+S /35, £S5 /35, £
des Dreiecks, von denen der erste der Fermat-Punkt ist. Die
zugehorigen  Schoute-Kreise entarten punktuell in den
gemeinsamen  Punkten  der  Apollonius-Kreise,  den

isodynamischen Punkten.
Interessanter sind die Ortslinien von Punkten X, die in zwei

Winkelkoordinaten Ubereinstimmen: Dazu sei ¢, =@, =¢, SO
dass die Winkelkoordinaten von X mit —2¢, ¢, ¢ beschrieben

werden konnen. Eliminiert man in der Parameterdarstellung der
baryzentrischen Koordinaten des Punktes

X(x:y:2)=X( ! : L : L )
S,+Scot2¢p S;—-Scotyp S.—-Scote
den Parameter ¢, dann ergibt sich als Ortslinie eine Kurve
dritten Grades, deren Gleichung

x(c?2y?—b2z2)+2yz(Sgy—S.z) =0
sie als isogonales Bild des Apollonius-Kreises durch A ausweist.

Satz 6. Punkte, die in zwei Winkelkoordinaten
Ubereinstimmen, liegen auf den Strophoiden, die sich
als isogonale Bilder der Apollonius-Kreise ergeben.

ol

. 1"01', N

Betrachtet werden hier Strophoiden zu einer erzeugenden
Geraden g bzgl. eines Pols Pg¢q und eines festen Punktes
Q eq nach folgender Konstruktion: Zeichnet man um einen
Punkt M auf der erzeugenden Geraden g einen Kreis durch den



festen Punkt Q und von M die Verbindungsgerade zum Pol P,
dann sind die Schnitte Punkte der Strophoide. Erzeugende
Gerade ist im vorliegenden Fall die Seitenhalbierende durch den
festen Punkt A, Pol ist das isogonale Bild des Schnitts von
Apollonius-Kreis und Seitenhalbierende:

Pol (2S,,b?,¢c?).
Anzumerken bleibt, dass dieser Pol die Winkelkoordinaten
—2a, a, a hat.

Verallgemeinerung

Es liegt nahe, neben den isogonalen Bildern der Punkte mit
permutierten Winkelkoordinaten auch die Bildpunkte zu
anderen Konjugationen zu betrachten:

K: X(x:y:z) — X (k2yz:12zx:mz2xy).

AL B
. Punkle mil permudierten
Winkelkoordinaten und ihie
k~konjugierten Bilder

Satz7. Die k-konjugierten Bilder von Punkten mit
permutierten Winkelkoordinaten liegen auf einem
Kegelschnitt k(P,x).

Die Gleichung dieses Kegelschnitts k(P,x) errechnet sich zu
k2(const —S,)yz +12(const — S ) zx+ m?(const — S ) xy
IszZ mfzkz bzyz_%czzz =0
mit dem Zentrum
Z(k?(k?((const —S )2 —4b2c?)
—m?(const? + (const —2S;)b2+S,S.)
—I2(const? + (const —2S.)c2+S,S;)
- 12(—m?2(const? + (const —2S . )a2+ S;S;.)
+12((const — S, )>—4c?2a?)
—k?(const2+ (const —2S.)c?+S,Sg)
- m2(—I2(const?+ (const —2S ,)a2+ S;S;.)
—k?(const? + (const —2S;)b2+S.S,)
+m2((const — S. )?—4a2b?))’




Dabei ist die vom Punkt P abhangige Konstante die gleiche wie
im isogonalen Fall. Fir die Zentren dieser Kegelschnitte gilt:

Satz 8. Die Zentren der Kegelschnitte zu den -
konjugierten Bildern von Punkten mit permutierten
Winkelkoordinaten liegen auf einem weiteren
Kegelschnitt k(x).

Die Gleichung dieses k-abhangigen Zentren-Kegelschnitts k(x)
ist

k2(12(2S , +¢c?)—m?(2S , +b?))yz
+12(m2(2S; +a?)—k?(2S; +c?))zx
+m2(k?(2S. +b?)—12(2S.. +a?))xy

12m2
T (k2(c2—b2)+ 2a2(12 — m2))x2

m2k 2
|2

(12(a2— c2) + 2b2(m2 — k2))y2

k22
—— (m?(b?-a?)+2¢(k?-12))z2 = 0.
m

Dieser Kegelschnitt enthélt die «-konjugierten Bilder der
isogonen Punkte, weiterhin aber auch das Zentrum

Z _(k2(—k2+124+m2?):12(k2—12+m?): m?(k2+12 —m2))
des Umkegelschnitts, der das «-konjugierte Bild der
Ferngeraden ist.

k()

Satz 9. Der Zentren-Kegelschnitt k(x) entartet zu
einem Geradenpaar flur «-Konjugationen mit
Fixpunkten auf der gleichseitigen Hyperbel h durch
den Schwerpunkt (oder die Inkreismitte) sowie die
Ecken des zugehdrigen Anti-Ceva-Dreiecks.



Die Gleichung dieser gleichseitigen Hyperbel h ist
(b2—c?)x2+(c2-a?)y?+(a2-b?)z2=0.

Die Zentren liegen dann auf einer Geraden g(x) mit der
Gleichung

I2m2(b2 — c?)x + m2k?(c2—a?)y + k2l2(a2—b?)z =0.
Diese Geraden sind die x-Bilder der Kiepert-Hyperbel, einer
gleichseitigen Hyperbel durch den Schwerpunkt. Auf der
Kiepert-Hyperbel liegen neben dem Schwerpunkt unter anderen
auch der Hohenschnitt, der Spieker-Punkt X(10), die isogonen
Punkte X(13) und X(14), der dritte Brocard-Punkt X(76) und das
isogonale Bild der Brocard-Mitte X(83) (X(n) ist die ETC-
Koordinate [ETC]). Die x-konjugierten Bilder dieser Punkte
sind somit Punkte der Geraden g(x).

Satz 10. Entartet der Zentrenkegelschnitt k(x) zu
einem Geradenpaar, dann liegen die Zentren der
Kegelschnitte k(P,x) auf der Geraden, die «
konjugiertes Bild der Kiepert-Hyperbel ist.

Weiterhin sind die Geraden g(x) Tangenten an einen
Beriihrkegelschnitt k des Dreiecks mit der Gleichung
(b2 _ 02)4 X2 + (C2 _ a2)4 y2+ (az _ b2)4 72 2(b2 _ Cz)z(cz _ az)zxy
— 2(C2 — a2)2(a2 _ b2)2yz _ 2(a2 _ b2)2(b2 _ CZ)ZZX — 0
und den Berithrpunkten (k*:1%:m*). Dieser Beriihrkegelschnitt
k bertihrt die obige rechtwinklige Hyperbel h im Schwerpunkt S.
Der Brianchon-Punkt
11 1
((bz_cz)z ) (c2—a?)? ) (az_bz)z)
ist das isotome Bild des Zentrums der Kiepert-Hyperbel.

Die isotomen Bilder

Einleitend wurden die isogonalen Bilder der Punkte mit
permutierten Winkelkoordinaten betrachtet. Die zugehérigen
Ergebnisse finden sich fir k=a,l=b,m=c im vorigen
Abschnitt  wieder. Eine Gerade des  entarteten
Zentrenkegelschnitts ist die Brocard-Achse, die den obigen
Beriihrkegelschnitt im Punkt X(32)=(a*,b*,c*) beriihrt. Dieser
Punkt ist die Spiegelung der Brocard-Mitte am Brocard-Kreis.
AbschlieRend seien hier die isotomen Bilder der Punkte mit
permutierten Winkelkoordinaten betrachtet: k =1 =m=1. Diese
liegen auf einem Kegelschnitt mit der Gleichung



(const—S,)yz + (const —S; ) zx+ (const — S, ) xy
—a2x2—b2y2—0222 =0
und dem Zentrum
Z(const +3S,, : const +3S; : const +3S,.) .

Isotome Bilder der Punkite
it pernudierten

ffffffffff

Der Zentrenkegelschnitt entartet wie im isogonalen Fall und die
Zentren liegen auf der Verbindungsgeraden von Schwerpunkt
und Lemoine-Punkt mit der Gleichung
(b2—c?)x+(c2—a?)y+(a2—hb?)z=0.

Diese Gerade ist Tangente im Schwerpunkt an die Kiepert-
Hyperbel, gleichzeitig deren isotomes Bild; andererseits die
gemeinsame Tangente der gleichseitigen Hyperbel h und des
Berlhrkegelschnitts k.

Satz 11. Die isotomen Bilder von Punkten mit
permutierten  Winkelkoordinaten liegen  auf
Kegelschnitten mit Zentren auf einer Geraden, deren
isotomes Bild die Kiepert-Hyperbel ist.
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